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研究成果の概要（和文）：偏微分方程式における重要なクラスとして, 非線形分散型方程式がある. 非線形分散
型方程式は, 分散性と非線形性の相互作用が複雑な効果を生み出し, 一般の初期値に対し非線形分散型方程式の
解の長時間挙動を捉えることは非常に困難である. 本研究課題では, 個々の方程式(系)を調和解析や変分法など
を用いて詳細に解析することで, より一般の非線形分散型方程式の解の長時間挙動に関する新たな知見を得るこ
とを試みた. 

研究成果の概要（英文）：Nonlinear dispersive partial differential equation is one of important class
 in the partial differential equations. Due to a complex interaction between dispersive and 
nonlinear effects in the equation, there is a wide variety of asymptotic behavior of solution, and 
it is difficult to study long time behavior of solution. In this research, we tried to gain a new 
insight on long time behavior of solution to nonlinear dispersive equation by analyzing concrete 
models via harmonic analysis and variational methods. 

研究分野：偏微分方程式

キーワード： 関数方程式論　調和解析学　変分法　流体　漸近解析

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非線形分散型方程式は, プラズマ物理や渦糸の運動などを記述する非線形シュレディンガー方程式や, 水面波の
動きを記述するKorteweg-de Vries (KdV) 方程式に代表されるように, 物理学, 工学のさまざまなモデルとして
現れる. したがって, 非線形分散型方程式の解の長時間挙動に関して本研究課題で得られた成果は, 数学のみな
らず, 物理学, 工学的にも意義があるものと思われる. 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
偏微分方程式における重要なクラスとして, 分散性と非線形性を伴う偏微分方程式(以下, 非
線形分散型方程式とよぶ)がある. 非線形分散型方程式は, 分散性と非線形性の相互作用が複
雑な効果を生み出し, 特別な状況 (例えば, 初期値が十分小さい, 初期値がソリトン解の形状
に十分近い, といった状況など)でない限り, 分散性と非線形性の強さを明示的に比較するこ
とは難しい.  解が時間大域的に存在する場合, 解は分散 (散乱) する波といくつかのソリト
ンの和になると予想 (ソリトン分解予想) されているが, 特徴的な解から離れたところにある
解の情報を抽出することは難しく, 一般の初期値に対し非線形分散型方程式の解の長時間挙動
を捉えることは非常に困難である.  
 
２．研究の目的 
 
本研究課題では, 個々の方程式(系)を詳細に考察することで, より一般の非線形分散型方程式
の解の長時間挙動に関する新たな知見を得ることを試みる. 具体的には,  (1) 一般化 KdV 方
程式, 非線形シュレディンガー方程式の解の分類, (2) ポテンシャルつき非線形シュレディン
ガー方程式の解の長時間挙動, (3) 非線形分散型方程式系の定在波解の存在とその性質, (4) 
分散性を伴う流体方程式の解の挙動, の 4 つのテーマについて取り組む.  

３．研究の方法 
 
上で述べた 4つのテーマについて以下のアプローチで研究を進めた.  
(1) 一般化 KdV 方程式, 非線形シュレディンガー方程式の解の分類 
一般化 KdV 方程式や非線形シュレディンガー方程式等の方程式(系)に対し, 解の挙動を分類
するという観点から研究を行う. 本研究では, 線形化方程式の解に対する時空間評価とそれに
基づく凝集コンパクト性の議論等を用いて本問題に挑む.  
(2) ポテンシャルつきシュレディンガー方程式の解の長時間挙動 
ポテンシャルつきシュレディンガー方程式の解の長時間挙動を, ポテンシャルに付随する一般
化 Fourier 変換や, 非線形効果によってもたらされる線形化作用素の負の固有値と連続スペク
トル間の共鳴現象を解析することで明らかにする.  
(3) 非線形分散型方程式系の定在波解について 
非線形分散型方程式系の定在波解について, 複数成分の質量 (またはチャージ) を予め与えた
とき, 系のエネルギー汎関数の臨界点が存在するか? , 相互作用を極端に大きく, または小さ
くした場合の解の形状や, ポテンシャル関数が存在し, 質量を限りなく大きく, または小さく
した場合の解の挙動はどのようになるか?という視点から考察する.  
(4) 分散性を伴う流体方程式の解の大域挙動 
地球流体の基礎方程式は強い分散性と異方性を有することが知られているが, 本研究では, 回
転と成層が呈する分散性に着目し, 振動積分等の調和解析学を駆使した大域解析によって,地
球流体の基礎方程式の解の長時間挙動を考察する.  
 
４．研究成果 
 
(1) 非線形シュレディンガー方程式, 非線形クライン-ゴルドン方程式(系)の解の分類 
研究代表者(瀬片)と研究分担者(眞崎)は瓜屋航太氏(岡山理科大)とともに, 非線形シュレディ
ンガー方程式系, 非線形クライン-ゴルドン方程式系の解の長時間挙動について, 特に, これ
らの方程式系が長距離型, つまり解が時刻無限大で線形方程式の解に散乱しない場合に考察し
た. 空間 1次元で非線形項が 3次の場合にこれらの方程式系に対し標準化の理論を構築した
が, この理論は系の解の振る舞いの全体像の把握における有力な方法となると予想される. 実
際, この理論によって, 特定のクラスの方程式系の解を完全に分類することができ, それによ
りこれまでに知られていなかった新しい方程式系を複数見つけることができた. また, 新しい
方程式系のいくつかに対し, 解の長時間挙動を特徴づける limit ODE とよばれる常微分方程式
系を精密に解析することにより, スカラーの場合に現れなかった興味深い解挙動を捉えること
ができた. 研究分担者(眞崎)は, Rowan Killip 氏 (UCLA), Jason Murphy 氏 (ミズーリ工科
大), Monica Visan 氏 (UCLA)とともに, 質量劣臨界べきの非線形項をもつシュレディンガー方
程式に対し, 解がある大域的有界性をみたせば散乱することを, 線形方程式の解に対する時空



間評価に基づく凝集コンパクト性と rigidity 型議論を組み合わせることで証明した.  
 
(2) ポテンシャルつき非線形シュレディンガー方程式の解の長時間挙動 
研究代表者(瀬片)は, 研究分担者(眞崎), Jason Murphy 氏とともに, デルタポテンシャルをも
つ非線形シュレディンガー方程式の解の長時間挙動について研究を行った. 台が 1 つのデルタ
ポテンシャルがついたシュレディンガー作用素に対しては, ポテンシャルが排斥的な場合には
負の固有値を持たず, 吸引的な場合にはただひとつの負の固有値を持つことが知られている. 
この性質の違いにより, 対応する非線形シュレディンガー方程式の解の長時間挙動についても
大きな違いが出てくる. ポテンシャルが排斥的な場合には, 初期値が十分小さければ解が (通
常または修正された意味で) 散乱することを, デルタポテンシャルに付随する一般化 Fourier
変換を解析することで証明した. またポテンシャルが吸引的な場合には, 対応する非線形シュ
レディンガー方程式がソリトン解を有することが知られているが, 本研究では初期値がソリト
ンに十分近ければ, 解がソリトン解と散乱波の和に漸近することを, ソリトンまわりの線形化
作用素に対する一般化 Fourier 変換を解析することで証明した. また, 研究分担者(前田)は, 
Scipio Cuccagna 氏(トリエステ大学)とともに virial 型の議論をすることで, 同方程式に対し, 
質量劣臨界の場合に小さな解が時刻無限大でソリトンと分散波に分かれることを証明した.  
 
(3) 非線形分散型方程式系の定在波解の存在とその性質 
 研究分担者(生駒)は主に, 質量に制約条件を課した下で単独方程式を研究した. より具体的
には, ポテンシャル関数を含み，一般的な非線形反応項を持つ方程式に対応するエネルギー汎
関数の最小化問題を考察し, 任意の最小化列がプレコンパクトであることを示した. また, 定
数係数かつ質量優臨界な非線形反応項を持つ質量制約問題について考察したが, この問題で
は，新たに抽象的な枠組みで変形補題(deformation lemma)を示すことにより，単独方程式(可
算無限個の解の存在)や連立方程式系に対して統一的な扱いができることを示した. さらに, 
Born-Infeld 方程式に付随する変分問題について考察し, 空間 2次元の場合には変分問題の解
が光線を持たないことを証明した．この性質は変分問題の解が方程式の弱解であることを示す
上で非常に重要となる性質の１つである．上記研究以外にも, 分数冪ラプラシアンを伴う方程
式や, 対数型の特異性を持つポテンシャル関数と対数型の非線形反応項を持つ方程式など, さ
まざまな方程式に対し解の存在やその性質を解明した. また, 研究分担者(前田)は, 非線形シ
ュレディンガー方程式に対し, 臨界周波数をもつソリトンの近傍にある解が非調和振動を起こ
すことを示した. 
  
(4) 分散性を伴う流体方程式の解の挙動 
研究分担者(高田)は, 分散性を伴う流体の方程式のひとつである Boussinesq 方程式の初期値
問題に対して, 回転と安定成層の影響を考慮した場合, および安定成層のみの影響を考慮した
場合に最適な線形分散型評価の導出，および非線形問題の時間大域的適切性の証明を行った. 
また, 安定成層の影響を考慮した非粘性 Boussinesq 方程式の初期値問題を考察し, 浮力周波
数を無限大とする特異極限において，同方程式の解である 3次元速度場が，2次元 Euler 方程
式の解へ収束することを証明した. さらに, 2 次元非粘性成層 Boussinesq 方程式の初期値問
題を考察し, 最適な初期正則性のもとで長時間可解性を証明した.  
 
(5) その他 
上記に加え, 本研究課題では, 非等方な分散項をもつ非線形シュレディンガー方程式の解の散
乱問題(瀬片), 離散シュレディンガー方程式の準周期解の構成(前田), 自己依存するコインを
もつ量子ウォークの散乱問題や連続極限に関する問題(前田), 重み付き高階 Gagliardo-
Nirenberg 型補間不等式の精密化(高田)などについても成果を得た.  
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