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研究成果の概要（和文）：Bost--Connes C*-環は，代数体をもとにして構成される作用素環である．このC*-環
の同型問題は重要未解決問題であったが，この研究ではこの問題を完全に解決した．代数体K,Lに対応する
Bost--Connes C*-環A_K, A_Lが同型ならば，KとLは同型であるということを証明した．その他，代数体に由来す
る他の種類のC*-環の研究にも取り組んだ．こちらは，KMS状態に関する結果があり，論文執筆中である．

研究成果の概要（英文）：The Bost--Connes C*-algebras are operator algebras coming from number 
fields. The classification problem of the Bost--Connes C*-algebras has been an important open 
problem. In this research, we have completely solved this problem. Concretely, we proved that for 
two number fields K and L, if two Bost--Connes C*-algebras A_K, A_L are isomporphic, then K and L 
are isomorphic. In addition, we worked on another type of C*-algebras coming from number fields. For
 this type of C*-algebras, we are writing an article on KMS-states. 

研究分野：作用素環論

キーワード： 作用素環論　C*-環論　Bost--Connes系　K-理論　KMS状態　非可換幾何学

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
作用素環の同型・非同型を決定することは作用素環論の根源的な課題であり，今回得られた結果は作用素環論と
して非常に興味深い結果である．それにとどまらず，作用素環論と数論の２つの分野の分野横断的な研究（特に
作用素環論の数論への応用）の可能性を感じさせる結果でもある．今回の結果を通じて得られた代数体の不変量
に関する研究など，後に続く重要な研究課題が同時に生まれている．総合して，数学の様々な側面から見て価値
を持つ研究結果が得られたと考えている．



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
Bost—Connes 系は代数体から構成される C*-環である．代数体Kに対して Bost—Connes C*-環
が定義される．研究開始当時，代数体K, Lに付随する Bost-Connes 系がℝ-同変同型だった
とき，もとの体K, Lは同型であるかという問題（Bost—Connes 系の分類問題）が重要未解決
問題であった．研究開始時までの結果で判明していたことは，代数体の狭義類数と Dedekind 
zeta 関数が Bost—Connes C*-環の不変量となっているということであった． 
 
 
２．研究の目的 
上記の分類問題に取り組むことが本研究の目的である．特に，研究開始時の意図としては，上記
の問題に対して反例を探すこと，つまり異なる代数体に対して Bost—Connes 系が同型になる
ような例を探すことを目標としていた．しかし，後述するように，予想を裏切る形で Bost—
Connes系はすべて非同型であることが判明し，分類問題が肯定的に解かれた． 
 
 
３．研究の方法 
Filtered K-理論を用いることによって C*-環から情報を取り出すというアプローチである．K-
理論とはC*-環から定まるアーベル群であり，位相幾何学のK-理論から導入された概念である．
filtered K-理論とは，非単純環を扱うために，そこで現れる商 C*-環などの K-理論の情報を総合
して扱うというものである．何らかの方法で，Bost-Connes 系の情報が filtered K-理論の部分
に集約されていることが示せるのではないかというのが，研究開始当時に期待していたことで
あった．結果的にこの予想は正しく，filtered K-理論が期待以上の情報を持っていたがために，
Bost—Connes系の完全分類という結果につながった． 
 
 
４．研究成果 
（１）本研究の最大の成果として，上記の分類問題を肯定的に解決した．すなわち，代数体K, L
に対して Bost—Connes C*-環 と が同型ならば，KとLは同型である．この定理は[1]およ
び[2]を組み合わせることで証明されるが，[2]が今回の研究における結果である．その過程
で代数体の完全不変量 

(K∗( ), ( ) , , ) ,  
が filtered K-理論を通じて得られている．ここで，Fは の有限部分集合を動き（ただし，
はKの有限素点全体）， は ∖ を動く．この不変量はは可算個の次数付きアーベル群 

K∗( ) = ( )⊕ ( ) 
と，K -群の順序構造K B と，可算個の次数１の準同型 

∂ , : K∗ B → K∗(B ∪{ }) 
からなる．C*-環B は composition factor と呼ばれる Bost—Connes C*-環の基本構成因子で
ある．作用素環論を通じて代数体の完全不変量が得られているということ自体が非常に興
味深い現象であり，この不変量を通じて将来的には作用素環論の数論への応用がありうる
と考えている． 
 
また，この結果に付随して，アーベル群の接合積に関して以下の結果を証明した．Γを自由
アーベル群とし，G , G をΓの副有限完備化とする．G , はいずれも有限生成アーベル群を
稠密に含むものとする．このとき，連続関数環C(G ), C(G )に掛け算作用を考えて接合積を
とった C*-環をそれぞれA , とする．このとき，K-理論の同型写像 

φ ∶ K∗( ) → ∗( ) 
が共通の部分群K∗( ∗(Γ))を保つ写像ならば，コンパクト群としての同型写像 

Φ ∶ G →  
であって，共通の部分群Γを保つものが存在する．この定理は，自由アーベル群の副有限作
用に関しては，K-理論におけるK∗( ∗(Γ))の位置から力学系を復元できることを意味してい
る． 
 
主定理の証明は，Bost—Connes C*-環の間の同型写像があったとき，各 composition 
factorB において上記の一般的な復元定理の仮定が満たされていることを示すことが最
もテクニカルな部分である．ひとたびそれが示されると，それぞれの副有限作用をうまく
張り合わせることで，Bost—Connes 力学系が復元される．ここまでが今回の研究における
成果である．残された問題は，Bost—Connes 力学系から代数体を復元する問題であり，こ
れは純粋に数論的な問題である．この問題は[1]において解かれており，ガロア逆問題にお
ける結果などが応用されている． 
 今回の成果は[2]にまとめられており，査読付きの論文誌に投稿中である． 
 



（２）代数体の整数環Rに対して，Rのax + b型半群の半群 C*-環の KMS 状態を研究した．特
に，type I KMS 状態に付随する既約表現を決定し，Dedekind zeta 関数が「量子統計力学的
な関数」の形で不変量として自然に現れることを明らかにした．その他，KMS 状態の明示的
な公式や，それを用いて標準的な準同型によって KMS 状態がどのように写るかなど，付随す
る様々なことを調べた．この成果に関しては論文執筆中であり，進行中の部分もある． 
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