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研究成果の概要（和文）：本研究では以下の反応拡散モデル
∂u/∂t(t,x) = △u(t,x)+f(x,u(t,x)), t∈(0,∞), x∈Ω (1)
に対する精度保証付き数値計算法を開発した。特に(1)の定常問題を対象とし、その正値解を数学的に厳密な意
味で数値的に包含する手法を開発した。本研究で得られた手法は(1)の真の解が数値的に求めた近似解の付近に
存在することを具体的な誤差上限と共に保証し、更にその真の解の正値性をも数学的に厳密な意味で保証してい
る。

研究成果の概要（英文）：This study developed verified numerical computation methods for the 
following reaction diffusion model
∂u/∂t(t,x) = △u(t,x)+f(x,u(t,x)), t∈(0,∞), x∈Ω (1).
More precisely,the study, especially focusing on the stationary problem with respect to (1), 
developed a numerical method of enclosing positive solutions in the strict mathematical sense. The 
method ensures the existence of an exact solution of (1) nearby its numerical approximation with 
strict error bounds,at the same time guaranteeing the positively of the exact solution in the strict
 mathematical sense.

研究分野：偏微分方程式の数値解析

キーワード： 精度保証付き数値計算　反応拡散モデル　偏微分方程式　正値解　計算機援用証明

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
精度保証付き数値計算は全ての誤差を考慮して数学的に正しい結果を得ることから近年世界的に注目を集めてい
る技術であり、対象とするモデル(1)の性質上その正値解が重要となることが多い。国内外の関連する研究では
「近似解の数値計算→精度保証」というプロセスの速度向上や、得られる結果の高精度化に焦点が当てられてい
たが、本研究はそこに正値性の保証という新たな視点を与えることができ、この点において独創的である。本研
究で得られたアルゴリズムを用いれば、近似解の近傍に真解の存在性を証明するだけでなく、従来の精度保証技
術では成し得なかった符号の保証をすることができ、より高信頼な結果を与えることができる。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
 
１．研究開始当初の背景 
 

精度保証付き数値計算技術は
対象とする問題の近似解を求め、
その近くに真の解が存在するこ
とをコンピュータを用いて証明
する。言い換えれば、近似解を 、
誤差上限を とするときに、真の
解を包み込む上界 + と下界 −
を全ての数値計算誤差を考慮し
た上で厳密に求めるということ
である（図 1に概念図を示す）。
ここで“精度保証”という言葉に
は誤差の把握以外に、対象とす
る問題の解の存在の保証を同時
に行うという意味を含み、その
ため、数学的立場から “数値的
検証法”や“計算機援用(存在)証明”と呼ぶこともある。精度保証付き数値計算は全ての誤差
を考慮して数学的に正しい結果を得ることから近年世界的に注目を集めている技術である。 
特に研究代表者は以下の反応拡散モデル(1)に関する研究を行っており、物理モデルの性質
上、その正値解が重要となることが多い。 

 

( , ) = ∆ ( , ) + , ( , ) , ∈ (0,∞), ∈ Ω    (1) 

 
例えば物質の濃度を uで表現する場合、解として領域内部で u>0なるものを採用する。 
重要な境界条件の１つとして例えば同次ディリクレ境界条件（境界上で値が 0となるような
境界条件）が挙げられるが、この場合、図 1で表されるようにどんなに精度の良い結果が得
られたとしても、真の解が正値であるかを判別することができない。即ち、単に近似解と誤差
半径を求めるだけでは、本当に必要な解が得られているかどうかが分からないというのが現状で
ある。他の境界条件の場合も、真の解が０に非常に近い場合はその正値性を示すのは同様の
理由から困難である。 

 
２．研究の目的 
 

本研究の目的は反応拡散モデル(1)に対する精度保証付き数値計算を行うことである。特に(1)
の正値解を対象とし、その真の解を数学的に厳密な意味で数値的に包含する手法を開発する。
即ち、真の解 が数値的に求めた近似解 の付近に存在することを具体的な誤差上限 と共に保証
し、更に の正値性をも数学的に厳密な意味で保証をするということである。 
 
３．研究の方法 
 

以下の３つの手順で対象とする偏微分方程式の正値解の精度保証付き数値計算を行った。 
  
手順１： 近似解 を求める 
手順２： 手順 1で得た十分に精度の良い近似解 の近傍に真の解 が存在することを示す 
手順３： 手順 2で の近傍に存在することが保証された の正値性を確認する 
 
特に手順 2,3を成功させるには、手順１で十分に精度の良い近似解 を求める必要があり、これ
は汎用的な数値計算ツールでは成し得ない。 
 
手順１： 近似解 を求める 
 

この手順は通常の数値計算法を用いて行うが、精度保証を成功させるために極めて精度の良
い(真の解に十分に近いと思われる)  を構成する必要があり、対象とする方程式によって近似
解 = ∑ ϕ を構成する関数の列ϕ を適切に選ぶ必要があった。 

  

図 1: 精度保証の概念図。簡単のため 1 次元同次ディ
リクレ境界条件（境界上で値が 0となるような境界条
件）の場合を表している。境界上で丁度 0となるめ、
誤差半径が 0でない限り真の解が負値となる可能性を
否定できない。 



手順２： 手順１で得た十分に精度の良い近似解 の近傍に真の解 が存在することを示す 
 

これを行うには以下で述べる３つの定数 , , の具体的な値を評価する必要がある。即ち、
対象とする方程式の項を全て左辺に移しF( ) = 0と書いたときの以下の３定数である: 
 

1. Fの における微分をF [ ]と書くとき、その逆作用素のノルム‖F [ ] ‖ = , 
2. 残差のノルム‖F( )‖ = , 
3. F [ ]のリプシッツ定数 . 

 

 このとき、 ≤ / であれば の近くに真の解が存在することが保証される。これはニュート
ン法におけるカントロビッチの収束定理と呼ばれる。一度 ≤ 1/2が満たされれば、具体
的な誤差半径 > 0が得られ‖ −  ‖ ≤ を満たす範囲内に真の解 が存在することが示され
る。 

 
手順３： 手順 2で の近傍に存在することが保証された の正値性を確認する。 
 

解の同符号領域のことを Nodal Setsと言う。例えば右の図 2 は 4 つ
の Nodal Sets を持つ解を表している。研究代表者は楕円型作用素の固
有値評価理論に基づき、解 u の Nodal Sets の個数の上限を保証する。
その個数上限が１であれば、uは領域全体で正値または領域全体で負値
ということになる。加えて一点でも ( ) > 0となる点が存在すれば uの
正値性を証明できる。 
 
４．研究成果 
 

手順 1,2を成功させるために、精度良く真の解を近似できる基底
としてフーリエ基底(sin 関数や cos 関数で構成される基底)や高次
のルジャンドル基底(多項式をグラムシュミット法で直交化した基
底)等を用いた。また、そこで や の計算には通常の double 精度
を用い、 の計算の一部分だけに高精度演算を適用することにより計算時間を短縮し、効
率的に の理論最小値を達成した。 
 手順 3に関して、解 をある固有値問題の固有関数にみなせるというアイディアに基づき、
解 の Nodal Setsの個数の上限を保証した。例えば先のアレン・カーン方程式の場合は、解
は固有値問題(−Δ + ( ) ) = の = に対応する固有関数とみなせる。楕円型作用
素−Δ + ( ) の第一固有関数の Nodal Sets の個数上限は 1 であるので、第一固有値 が
であることを精度保証付き数値計算により示せば良いという結論に至った。即ち、 , の包
含[ ], [ ]を得て、 ∈ [ ]かつ ∉ [ ]であることを示せば良い。十分に精度の良い が
求められているという条件のもとで、Liu-Oishi の固有値包含理論を応用することにより本
目的を達成した。 
 下記図 3は精度保証されたアレン・カーン方程式の近似解を、表 1はその精度保証結果を
表している。ニュートンカントロビットの定理により、対応する真の解が図示された 3 つの
近似解の近傍に存在することが示されている。また、表 1から確認できように ∈ [ ]かつ

∉ [ ]であるため、それら真の解の正値性を示すことにも成功している。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
  

図2: アレン・カーン方
程式の近似解を表す。
この例では Nodal Sets
の数は 4である。 

図 3: アレン・カーン方程式の正値(と思われる)近似解。これら近似解の正値性を
示すことができたとしても、その近傍の真の解の正値性は単なる包含の情報だけか
らは従わない。 
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表 1: 図 3 の近似解の近傍に存在することが示された真の解の正値性の検証結果。第一固
有値のみが を包含していることを確認できる。 
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