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研究成果の概要（和文）：本研究課題では, 幾何学の視点に基づいたアルゴリズムの提案と理論解析をとおし
て, 制御が容易な深層学習の数理基盤の構築と開発を行った. 具体的には, パラメータ空間の幾何学を定める
Fisher情報行列の解析とそれに基づく勾配法の開発を行った. また, 素子の入れ替え対称性は学習が停滞する特
異領域をもたらすが, この特異領域を回避する条件を明らかにした. さらに, 深層学習の応用上重要な
Wasserstein距離を情報幾何学的に調べるとともに, より自然なコスト関数の設計指針を与えた. 

研究成果の概要（英文）：This research project analyzed and developed learning algorithms in deep 
learning from the perspective of geometry. It led to a mathematical foundation and practical 
applications for deep learning without uncontrollable heuristics. In more details, we analyzed the 
Fisher information matrix of deep neural networks, which determines the geometry of the parameter 
space, and applied it to propose some gradient methods. Besides, we investigated singular regions of
 the parameter space caused by permutation symmetry of units. We revealed a condition where such 
singular region and the slowing down of training are avoidable. Moreover, we gave information 
geometric insight into Wasserstein distance with the entropy constraint and proposed a novel and 
more natural cost function based on it.

研究分野：ソフトコンピューティング

キーワード： ニューラルネットワーク　機械学習　深層学習　数理工学　情報幾何　統計力学
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
深層学習は実用ベースの開発が進み, 収束や解の性質が数理的に保証されていないヒューリスティクスへの依存
が大きく, 恣意性が多く学習の制御が難しい問題がある. 本研究はこの問題に数理的な解決の基盤を与えている
点で意義深い. 今後, 誰にでも使いやすい深層学習の開発につながることが期待できる. また, 学習の挙動に性
能保証を与えることは, 安全性や信頼性が必要とされる実応用に深層学習を広げていくための土台となることも
期待できる. 



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

神経回路を模したニューラルネットワークが再注目を集めており, 素子を層状に並べた多層
モデルの学習は深層学習と呼ばれる. 深層学習は, 画像識別や音声認識を筆頭に既存の機械学
習を上回る性能を発揮している. しかし, 大規模なデータとモデルを用いる深層学習では, 数
理的な裏付けがとれた学習手法が必ずしも利用できない. したがって性能重視の開発が進み, 

理論的な背景がはっきりしないヒューリスティックな手法が多く開発されてきた. 特に, 深層
学習はモデルが非線形で理論的な考察が難しいこともあり, 勾配法に限っても非常に多くのヒ
ューリスティクスに依存している. また, 理論が不足しているため, 性能を向上するためのパ
ラメータ設定を手作業で決める恣意性も残っており, 制御が容易な学習手法の開発が問題とし
て残ったままである.   

 

２．研究の目的 

幾何学の視点に基づいたアルゴリズムの提案と理論解析をとおして, 制御が容易な深層学習
法の確立を目指す. まず, パラメータ空間の幾何学構造に注目することで, 勾配法の効率的な
学習率の設定を実現する. これは収束の高速化のみならず, 空間の歪みを反映しながら学習率
を自動調整するアルゴリズムとみなすことができ, 手動での学習係数の調整を排除できる利点
がある. さらに, 深層モデルのような階層モデルでは, 素子の対称性に起因するパラメータ空
間の幾何学的な歪みが生じることに注目する. この対称性が, 学習の誤差局面に鞍点構造を生
む. この鞍点が学習ダイナミクスを停滞させるメカニズムを深層学習の文脈で力学的に解析し, 
明らかにする.   
 

３．研究の方法 

幾何学的なアプローチをとおして深層学習の数理的基礎を構築するために, おもに 4つの解
析を行った. (１)Fisher 情報行列の巨視的理論, (2)自然勾配法の開発, では, 統計力学的極
限操作を行い, 固有値の統計性について理論解析を行った. また, (1)では網羅的な数値実験
により, 収束を速める学習率を推定した. (3)特異領域における学習の力学系解析, では, ま
ず素朴な解析計算により特異領域を減少させる条件に当たりをつけた. 次に,オンライン学習
の統計力学的解析を利用して, その条件下での学習ダイナミクスを少数変数の常微分方程式に
縮約し, より定量的な解析を行った. 最後に, 当初の目的からやや視点を広げ, (4)情報幾何
学的な立場から見た Wasserstein 距離を使ったコスト関数の設計, を行った. これは, 
Wasserstein 距離が深層学習で有効であることが様々な文脈で報告されており, 深層学習の理
論と制御をテーマに研究を進めるうえで欠かせない要素となったためである, 情報幾何学的な
解析に基づき, エントロピー正則化付き Wasserstein 距離の潜在的な構造を数理的に明らかに
した.  
 
４．研究成果 
(1)Fisher情報行列の巨視的理論 

ランダム結合を持つ全結合深層ニューラルネットワークにおいて, Fisher情報行列の固有値
を解析した. Fisher 情報行列はパラメータ空間の Riemannian 計量として働き, また, ある条
件化で局所的な誤差局面の形状を決めるため, 勾配法に基づく学習において本質的な役割を持
つ. 深層モデルの理論解析は, おもに非線形変換の繰り返しのため困難であるが, ランダム結
合を持つモデルの幅が十分に大きいという極限をとることで, いくつかの統計量が解析的に評
価できる. 本研究では, Fisher情報行列の固有値分布の平均, 2 次モーメントや最大固有値が, 
4種類の秩序変数を使って表現できることを様々な設定の深層モデルで明らかにした. 4種類の
秩序変数は深層モデルの平均場理論として近年注目を集めているものと同じであり, これらの
量が大規模深層モデルの解析にとって重要な量であることを示唆している. 固有値の統計性に
ついては, 固有値平均が幅無限の極限で漸近的
にゼロに近づく一方, 最大固有値は漸近的に無
限に発散するオーダーが現われることが明らか
になった. これは, 幅が大きいネットワークで
は固有値分布の歪みが強く現われることを示し
ている. さらに, 幾何学的には, パラメータ空
間は局所的に, 多くの方向に平坦であるが, そ
の他の少数の方向には大きく歪んでいることを
意味している. これが, 大規模な深層モデルに
おける普遍的な現象と考えられる.  
  特に, 最大固有値は, 最急勾配法の収束に必
要な学習率の設定と関係している. モデルの幅
が大きくなるにつれて最大固有値は大きくなる
ことから, モデルサイズに応じて適切な学習率
を小さくとる必要がある. 本研究では, 複数種
類の深層モデルにおいて benchmark datasetで
の実験を行い, 秩序変数から計算された最大固



有値を使って, 勾配の発散を防ぐ学習率を見積もれることを明らかにした (図参照). また, 
最も速く収束する学習率も見積もることができ, これまで恣意性が大きいハイパーパラメータ
として制御が困難であった学習率に対して, ある程度, 理論的な知見を与えられたことは実用
上も意義深い. なお, 当初の計画では, 確率的最適化も個別に取り扱う予定であったが, ある
程度大きいバッチサイズの確率的最適化では, バッチ学習を仮定した上記の理論を使って学習
率を見積もれることが実験的には示された. この枠組みを拡張することで, 今後さらに学習率
の設定に関する知見が増え, 深層学習の制御に貢献できることが期待される. 以上の研究成果
は, 発表論文①に基づく.  
 
(2) 自然勾配法の開発 
 自然勾配法は Fisher 情報行列を使って通常の最急勾配を補正する手法で, 効率的にパラメ
ータ空間を探索することができる. 研究成果(1)では, 巨視的な秩序変数を用いて Fisher 情報
行列の固有値の性質を定量的に評価することに成功した. この枠組みを応用することで, 
Fisher 情報行列を近似的に計算し, 自然勾配法に利用する研究を行った. 通常の自然勾配法
では Fisher 情報行列の逆行列の計算量が大きいため, 実用が困難であるが, 平均場近似に基
づいた Fisher 情報行列は対角ブロック行列による表現が可能であり, さらに各ブロックは低
ランクに支配されているため逆行列計算が容易であることを示した. これにより, 今後, 大規
模な深層モデルで利用可能な自然勾配法の開発がより一層進み, 学習率のヒューリスティック
な制御を排除した効率的な勾配法の発展につながると期待できる. 以上の研究成果は, 発表論
文②に基づく.  
 
(3) 特異領域における学習の力学系解析 
通常,学習アルゴリズムに対するパラメータの逐次変化を微分方程式に定式化し, 解の性質や
収束までの時間を求めることは難しい. しかし幸いなことに, 3 層パーセプトロンの一部では,  
学習力学を解析的に導出できることが報告されている. 本研究ではこうした力学系解析を使う
ことで, 特異領域を抜ける時間の定量化を行った. パラメータ空間における特異領域は勾配
法が停滞しやすい領域として知られてきたが, 学習の力学的解析をこの領域で実施したところ, 
モデルの出力素子数を増やす条件下で特異領域を減らせることが明らかとなった. この研究
は出力素子(すなわちデータのラベル数)が 1つではない多くのデータセットでプラトー現象を
抑えられる可能性を明らかにしており, 学習ダイナミクスの理解, アルゴリズムの開発を進め
るうえで重要な知見といえる. 以上の研究成果は, 発表論文④と⑥に基づく. 特に, 発表論文
④では, 統計力学的なアプローチで学習のダイナミクスを少数の常微分方程式に縮約すること
に成功している. これにより, モデルの出力素子数が増えるにつれて, 学習の停滞が避けら
れる様子が, より定量的に示された. 今後, 学習の挙動をより複雑な階層モデルで数理的に説
明するうえで基礎になる知見と期待でき意義深い. 
 
(4)情報幾何学的な立場から見た Wasserstein 距離を使ったコスト関数の設計 
深層学習の基本的な設計部位であるコスト関数に関して研究を行った. パラメータ空間の幾

何学はコストの設計に依存するため, 勾配法の開発の前に, コスト関数の幾何学を調べること
が有用だろう. 通常使われる KL 情報量に基づくコスト関数は, 自然画像のような高次元デー
タでは十分な性能の学習結果が実現しない例が報告されている. この問題に対し有望と考えら
れる Wasserstein距離を研究した. その結果, エントロピー罰則付き Wasserstein 距離の背後
に双対微分幾何に基づく情報幾何の構造があることが明らかになった. 以上の研究成果は, 発
表論文⑤と⑦に基づく. この幾何学の視点は, 数理的に自然な学習アルゴリズムの開発につな
がると期待される. 実際, 発表論文③では, 得られた視点に基づき, エントロピー正則付き
Wasserstein 距離が正しい距離を構成するための補正法を提案し, その有効性を簡単な画像の
重心問題で実験的に検証した. この補正法により, 数理的に自然で扱いやすいアルゴリズムの
開発がより一層期待できるとともに, 画像生成の応用において, よりシャープで現実に近い画
像の生成が期待できる. 
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