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研究成果の概要（和文）：情報量規準は自然や社会現象を対象とした統計科学のモデルの計量的な選択基準で
様々なものがある。最もよく知られているもののひとつは赤池情報量規準(Akaike information criterion, 
AIC)であり、情報量規準は統計科学において日本人による貢献が大である分野である。AICを含む各種の情報量
規準に関してデータにおける観測個体数が大になるときに成立する数学的な性質（漸近理論）を用いて、情報量
規準の統計的性質を明らかにし、それらの改良に役立てた。

研究成果の概要（英文）：We have various information criteria for statistical model selection in the 
social and natural sciences. One of the well-known information criteria is the Akaike information 
criterion (AIC). The research area of information criteria is one of those to which Japanese 
researchers have much contributed. Using the mathematical properties based on asymptotic theory, 
which holds when the sample size becomes large, the asymptotic properties of information criteria 
including the AIC were derived. By these properties, the information criteria can be improved.

研究分野： 統計科学

キーワード： モデル選択　情報量規準　漸近キュミュラント　漸近バイアス　MallowsのCp　漸近平均自乗誤差　漸近
期待予測対数尤度

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
各種の情報量規準は統計的モデルの計量的な選択基準として有用であるが、その有用性はデータにおける情報量
が現実には限られたものであるために確率的なものとしてのみ示される。すなわち、真のモデルが存在する場合
でも類似のモデルが併存すれば正しいモデルを常に選択するとは限らない。しかし、情報量規準の性質を数学的
な漸近理論を用いることにより明らかにすることで、正しいモデルをより多く確率的に選択するように改良する
ことが可能であり、自然や社会現象の適切な理解と予測等に役立てることができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
情報量規準のうち最も普及しているものは Akaike(1973)による赤池情報量規準(The Akaike 

information criterion, AIC)であろう。AIC はより好ましい未知の規準とのカルバック－ライブ
ラーの距離を最小化するためのバイアス修正を漸近的に行ったもので、パラメータ数の２倍を
加えるのみの極めて簡単な補正となっている。AIC はモデル（分布）が正しいことを前提にして
いるがモデルに誤特定がある場合にも対応するものが竹内(1976)による情報量規準(The 
Takeuchi information criterion, TIC)である。TIC は AIC に対応するバイアスの補正項がやや
複雑になり一般に確率変数である。また補正項は期待値をとって推定量で置き換えたものと、期
待値が得られない場合にそのまま推定量で置き換えたものとがある。AIC と TIC におけるバイ
アス補正はモデル選択で複雑なモデルにペナルティーを与え、多くの場合、適切にモデルを選ぶ
ことが知られている。一方で、回帰モデル等では補正量が少なく、AIC 等では相対的に複雑なモ
デルを過度に選ぶ傾向があることが知られている。 
 
２．研究の目的 
 適切なモデル選択を目的とした情報量規準は４０年以上前から提案されている。代表的なAIC
や Mallows の Cp に関しては、一定の条件の下でバイアスを修正したものが提案されている。
これらは特定のモデルに関するものであり、一般的な結果は利用が容易でない場合が多い。当研
究では AIC 等に関して漸近キュミュラントについて透明性を持った表現を求め、これまでのよ
うにバイアスの補正だけでなく予防をも考慮し、さらに非正規分布下の振る舞いを明らかにす
る。予測の観点からは AIC の導出と同様に、モデルのパラメータに関しても最尤推定量を未来
のデータを考慮して漸近的に補正した新たな推定量の導出を行う。 
 
３．研究の方法 
(1) モデル選択のための情報量規準の漸近キュミュラントとその利用：キュミュラントはモー
メントの非線形関数で漸近キュミュラントは漸近的方法による漸近モーメントに対応する。こ
れらを用いて情報量規準の性質を求める。 
 
(2) 因子分析・共分散構造分析における情報量規準と漸近バイアス：共分散構造分析は 2次モー
メントの構造分析で因子分析はその特殊な場合である。これらについて情報量規準の改良に関
係する漸近バイアスを求める。 
 
(3) Mallows の Cp と漸近バイアス補正版の通常及びリッジ回帰における漸近キュミュラント：
Mallows の Cp は回帰分析における情報量規準である。Cp と同漸近バイアス補正版について漸近
キュミュラントを求める。 
 
(4) 漸近平均自乗誤差を最小化する情報量規準：平均自乗誤差は統計モデルの誤差の集約値の
一種である。これを漸近的に最小化する情報量規準を求め、情報量規準の改良を図る。 
 
(5) 漸近期待予測対数尤度を最大化する推定量族：漸近期待予測対数尤度は情報量規準に対応
する別の統計指標である。これらを最大化する推定量族は情報量規準を最小化することに対応
する推定量のグループである。 
 
４．研究成果 
 以下の成果は前節の(1)から(5)に一対一ではなく重層的に対応している。 
(1) 非負のリッジパラメータを用いた多変量重回帰においてモデルがアンダーフィットの場合、
マロウスの Cpとその各種変形の漸近バイアスを非正規分布の下で O(1)の次数まで導出した。モ
デルがアンダーフィットでない場合はそれらの漸近バイアスはより小さい次数となり、分布に
依存しないことが示された。同様に後者の場合、それらの統計量の O(1)の共通な漸近分散も分
布に依存しない。正規及び非正規分布のシミュレーションも同様な結果を示した。漸近的に分布
に依存しない頑健な結果はリッジパラメータに依存しないことが分かった。 
 
(2) 最尤推定量に高次の項を加えることにより、漸近平均期待対数尤度を最大化する推定量族
をモデルの誤特定がありうる状況で求めた。負の期待対数尤度は調整した推定量と真の値との
間のカルバック―ライブラーの距離に定数を加えたものとみなすことができる。調整した推定
量のための係数ベクトルは二次形式を最大化する明示的な解として得られた。統計学で典型的
な分布を用いた各種の例が示された。この方法と漸近期待平方誤差の和を最小化する方法によ
る係数の相対的な大きさに関する条件を簡単な場合について求めた。 
 
(3) 現在のデータによる予測の対象である将来のデータを用いた予測最小自乗（ＰＬＳ）を共分
散構造分析において定義した。期待予測最小自乗（ＥＰＬＳ）はＰＬＳの二段階の期待値で適合
指標の未知の量である。現在のデータを用いた加重最小自乗のＥＰＬＳの予測に関する漸近バ
イアスにより、竹内情報量規準に類似の方法で修正した最小自乗が任意の分布の下で漸近的に
不偏であることが示された。探索的因子分析におけるモデル選択のシミュレーションでは RMSEA



や AIC のような典型的な適合指標を改善することが示された。 
 
(4) 誤差が正規分布に従う多変量重回帰においてマロウスの Cpとその不偏推定量に対応する多
変量版の統計量を扱った。モデルがアンダーフィットでない場合、それらの統計量の期待値と分
散を与えた。単変量重回帰の特別な場合はモデルがアンダーフィットの有無に依らず統計量の
分布は非心Ｆ分布の線形関数として得られた。これらの結果を用いて不偏性を満たす統計量に
定数を乗じた場合その期待自乗誤差が最小化する値を導出した。モデルがアンダーフィットの
場合は最適な定数は未知のパラメータに依存するが、アンダーフィットでない場合は既知の値
のみから得られた。この定数を用いてモデル選択のシミュレーションを行った結果、従来の指標
よりも真のモデルを選択する割合がかなり増大した。 
 
(5) 平方歪度と尖度に関するピアソンの不等式を３つの異なる変量の場合に拡張した。Mardia 
(1970)によって定義された多変量版の集約した平方歪度についても同様の拡張を得た。尖度の
下限と上限を標準化された変量の４次のキュミュラントに関する不等式とともに導出した。多
変量版の個々の平方歪度の不等式をベクトル変量が無限分解可能な場合に改善した。 
 
(6) 尤度において、現在と未来のデータを用いて制約のない共分散行列を推定する方法を導出
した。この場合、現在のデータを用いた最尤推定量を調整する係数が用いられた。その最適化は
未来と現在の双方のデータに関して対数尤度の期待値を最大化することによって得られた。ウ
ィッシャート分布と正規分布を用いて、最尤推定量の調整のための係数は既知の量のみによっ
て得られた。共分散行列が構造化されている場合は最尤推定量を漸近的に調整する係数を得た。
制約のない共分散行列を推定する場合は、平均自乗誤差を用いても同様の推定量が得られた。シ
ミュレーションを含む数値例が因子分析モデルを用いて示された。最適な係数が未知の母集団
値に依存する場合の問題の克服に関して議論を行った。 
 
(7) 統計モデルのための ダイバージェンスのリスクをふたつの独立なデータ群を用いて定義
した。現在のデータのみに基づく ダイバージェンスについて、リスクの推定量としての漸近バ
イアスは ダイバージェンスの種類に係らず赤池情報量規準の負のペナルティー項に等しいこ
とを示した。高次漸近バイアスも導出したが、これは ダイバージェンスの種類及び ダイバー
ジェンスにおけるパラメータの推定方法に依存する。浸透モデルの簡単な結果を用いて高次漸
近バイアスの近似を構成し、これを用いた情報量規準の実験結果ではモデル選択において向上
した結果が示された。 ダイバージェンス一種である冪ダイバージェンス族を用いた情報量規
準の一部は赤池情報量規準に勝る結果を示した。 
 
(8) カルバック－ライブラーの距離に基づく交差妥当検証規準に関し、パラメータの加重スコ
ア法による推定時に k 個の観測個体を削除する方法を用いた場合の漸近展開を与えた。この展
開により、交差妥当検証規準及び竹内情報量規準の漸近バイアスが得られた。指数分布族におい
て自然パラメータの最尤推定量を用いた場合、赤池情報量規準と交差妥当検証規準の漸近バイ
アスは竹内情報量規準の同絶対値より小さいことが示された。顕在変数が無限分解可能な場合
はこれらの不等式がピアソンの不等式の多変量版を用いて改善された。典型的な統計の分布に
おける例が示された。 
 
(9) カテゴリーデータの統計モデルにおけるパラメータの最小 ダイバージェンス推定量の漸
近キュミュラントをモデルの誤特定がありうる条件の下で、４次までと高次漸近分散を導出し
た。また、対応するステューデント化した推定量の漸近キュミュラントを３次まで求めた。これ
らの漸近キュミュラントはモデルが誤特定された場合、ステューデント化した推定量のモデル
の誤特定に頑健な常に１となる２次の漸近キュミュラントを除いて の関数型に依存する。シ
ミュレーションを含む数値例が ダイバージェンスのいくつかの典型的な場合の推定量につい
て示されたが、最尤推定量は必ずしも良い結果をもたらなさなかった。 
 
(10) 交差検証において最尤推定量に対する乗算的チューニングパラメータを用いた推定量を当
論文では交差データ推定量と呼ぶ。交差データ推定量の単一標本版は文献では予測推定量と呼
ばれている。これは期待対数尤度を最大化して得られるが、未来と現在のデータに関する二重の
期待値をとることにより現在のデータに基づく最尤推定量を用いて得られる。交差データ推定
量と予測推定量の漸近的同等性が導出された。これにより予測推定量に含まれる未知の母集団
値を対応する標本値で置き換えることの正当化が交差検証の文脈で得られた。典型的な統計分
布を用いた例が示された。 
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