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研究成果の概要（和文）：統計学で扱うデータは高次元であることが多い。本研究では高次元データの統計的推
測において各変量のスケーリングが与える影響を調べ，可視化技法への応用可能性を考察した。特に，非線形ス
ケーリングを許容した客観的総合指数の構成法，コピュラモデルの情報幾何学的考察，Textile Plot から定ま
る多様体の特徴付けに関する結果を得た。また関連する成果としてスケール不変性を持つベイズ事前分布の構成
法，客観的総合指数の高次元一致性が示された。

研究成果の概要（英文）：In statistics, we often deal with high-dimensional data. We investigated the
 effect of scaling for each variable in high-dimensional statistical inference, together with its 
applicability to data visualization. In particular, we constructed an objective general index under 
nonlinear scaling, studied information-geometric properties of copula models, and characterize a 
geometric object determined by Textile Plot. As other achievements, we demonstrated a construction 
method of Bayesian predictive distributions having scale invariance, and high-dimensional 
consistency of objective general index.

研究分野： 統計科学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究は，現代社会のあらゆる場面に現れる高次元データについて，そのスケール変換に主眼を置くことによ
り，変数間の従属関係を抽出するためのツールを整備したという点で意義がある。特に非線形スケーリングを用
いた客観的総合指数により，多様な指標をなるべく公平に重み付ける手法が確立された。また高次元データを可
視化するTextile Plotや，高次元データを確率分布として表現するコピュラモデルについて，幾何学の観点から
新しい性質が導き出された。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
 定量的なデータを分析する際，前処理としてしばしばスケーリングが用いられる。典型的なス
ケーリングは標準化であり，平均 0，分散 1 となるようにデータを線形変換する。また高次元デ
ータの可視化を意図して提案された Textile Plot では，平行座標プロットにおいて各個体に対応
する折れ線グラフができるだけ水平に近づくようなスケーリングを採用している。一方，多次元
データの総合評価を行うための方法として客観的総合指数がある。これは各変数と総合指数が
正の共分散を持つようなスケーリングである。 
 以上の方法は線形変換に限ったものである。しかし非対称な分布や歪んだ分布を持つデータ
に対しては線形変換以外のスケーリング，すなわち非線形スケーリングを考えることも有益で
ある。従属構造を変えない非線形スケーリングとして，コピュラモデリングにおける変数変換が
知られている。そこでは各変数の周辺分布が一様分布となるような非線形変換が施され，結果と
して従属構造のみが抽出される。しかしコピュラで用いられる非線形スケーリングは周辺分布
のみを参照するため，変換した後の分布を可視化するという点においては情報をうまく使えて
いない可能性があった。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は、高次元データを理解するための非線形スケーリング技法の確立である。特に
非線形スケーリングを用いた総合指数の構成を第一の目標とした。この研究過程においてコピ
ュラモデリングの理解が不可欠であるという認識に至り，コピュラの幾何構造を調べることも
目的とした。さらにスケーリングに基づく高次元データの可視化として重要なツールである
Textile Plot について，その背後に潜む微分幾何構造を明らかにすることを 3 つ目の目標とした。 
 
３．研究の方法 
 
 非線形スケーリングを用いた総合指標を定義し，その一意存在性を数学的に厳密な形で証明
する。特に最適輸送理論やコピュラ理論の知見を活かして，多次元確率分布の非線形スケーリン
グ問題の定式化を試みる。コピュラモデルについては周辺分布が未知のセミパラメトリックの
設定における幾何学的性質をダイバージェンスの観点から検討する。また Textile Plot のなす
空間である Textile Set について，その微分幾何学的な性質を調べる。 
 
４．研究成果 
 
(1) 非線形スケーリングに基づく客観的総合指数 
 
多次元確率分布の非線形スケーリングに基づく客観的総合指数の拡張を行った。行列の対角ス
ケーリング問題の類推として，非線形のスケーリング問題では新たに確率分布の狭義共正値性
という概念を導入した。これによって自然な拡張を得ることができた。証明は最適輸送理論で用
いられる Wasserstein 空間上の自由エネルギー汎関数の最小化問題に帰着するというアイデア
に基づいている。その概念図を示したものが図 1である。確率分布全体ではエネルギーがいくら
でも小さくなってしまうが，座標ごとの単調増加なスケーリングに制限すると狭義共正値性の
もとで最小点が存在する。これが最適なスケーリングを与える。 
 

 
図 1：Wasserstein 空間におけるエネルギー最小化を表す概念図。 

 
(2) コピュラモデルのダイバージェンス 
 
本研究課題を進めていく過程で，コピュラモデルの推定問題も深く関わることが分かり，コピュ



ラモデルの情報幾何学的な性質を調べた。特に，周辺分布が未知であるようなセミパラメトリッ
ク・コピュラモデルに対するダイバージェンスを定義し，その性質を明らかにした。図 2は，チ
ェス盤コピュラと呼ばれる比較的扱いやすいコピュラについて，通常の Kullback-Leibler ダイ
バージェンスと，周辺分布が未知であることを勘案した 2つのダイバージェンス（プロファイル
ダイバージェンス，順位ダイバージェンス）をプロットしたものである。図の右側では通常のダ
イバージェンスからの乖離が顕著であることが分かる。 
 

 
図 2：独立コピュラからチェス盤コピュラへのダイバージェンスをプロットした図。 

 
(3) Strict Textile Set の特徴付け 
 
先行研究で定義された Textile Set は，Textile Plot を描画するために計算される行列として
可能なものを集めてできる集合である。ただしその定義において，最大固有値の部分を任意の固
有値という条件に緩めていたため，実際に出力されない行列も含まれてしまっていた。これを最
大固有値に限定したものを新たに定義し，Strict Textile Set と呼ぶことにした。図 3は Strict 
Textile Set がある写像の逆像として表されることを示した図である。この特徴付けによって，
Strict Textile Set の描像がより明確になった。 
 

 
図 3：Strict Textile Set の特徴付け。 

 
(4) その他の成果 
 
上記に挙げた研究成果の他，当初は予期していなかった成果として以下の 3つが挙げられる。 
 
・客観的総合指数の高次元一致性 
・Wishart 分布のベイズ予測におけるスケール不変な事前分布の構成 
・スパース推定におけるホロノミック勾配法の応用 
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