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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、複数の多水準因子に対する実験計画法の理論に関連した諸問題を、
計算代数の手法を利用して定式化し、新たな結果を得ることを目標とした。研究期間における最も重要な結果
は、一部実施計画を代数的に特徴付けることにより、計画をイデアルの零点として計算する方法論を確立したこ
とである。この結果に基づき、応用上重要と思われるいくつかの問題に対して、与えられた特徴を持つ一部実施
計画に対応する多項式環のイデアルを定義し、その零点を計算代数手法により列挙して、さらにそれを同値類に
分類することで、新たな結果を得た。

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to formulate problems related to the theory of 
experimental design for several multi-level factors using computational algebraic techniques and 
obtain new results. The most important result during this research period is the establishment of a 
methodology for characterizing fractional factorial designs as zeros of polynomial ideals. Based on 
this result, for several problems that are considered important in applications, new results were 
obtained by defining ideals of polynomial rings corresponding to fractional factorial designs with 
given characteristics, enumerating their zeros using computational algebraic techniques, and further
 classifying them into equivalence classes.

研究分野：計算代数統計
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研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題で取り組んだ実験計画法は、応用統計学の重要な一分野である。実験計画法の理論は、数理統計学の
研究者だけでなく、広く現場の技術者に理解されるべきものである、という側面がある。そのため、従来の実験
計画法の研究は、普及を念頭に置いた、分かりやすい理論構築や使い方の整備が重視されてきた側面があり、一
方で、一般的な設定における理論の整備などの数学的な研究が、不十分な面があったといえる。本研究で考えた
多水準因子の実験計画も、従来は2水準や3水準因子についての使いやすい手法の整備が重視されていた。それに
対し本研究では、完全に一般的な設定でいくつかの結果を得ることに成功した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１． 研究開始当初の背景 

 
実験計画法は、効率よくデータを得るための実験方法の設計（計画）の理論、および、デー
タを適切に解析するための方法論の総称である。1920年代に農事試験の分野で誕生した後、
工学、医学など幅広い分野で発展を遂げ、特に日本において品質管理という斬新な分野を開
拓した実験計画法は、統計学の最も重要な応用分野の 1 つである。しかし一方で、実験計
画法の理論は、統計学者と現場の技術者を中心に発展を遂げており、数学的な記述、解明と
いう面では、その歴史の長さに反し、未だ黎明期にあるといえる。 
 

 
２． 研究の目的 

 
研究代表者は、分割表など離散データ解析手法の研究に加え、計算代数統計とよばれる、代
数学を統計学の諸問題に応用する研究を行っている。本課題では、この計算代数統計を、実
験計画法の諸問題に応用し、新たな成果を得ることを目的とした。本課題は、実験計画法に
おいて特に数学的整備が遅れていると思われる分野である、一部実施計画の一般的な枠組
みにおける理論展開に関する研究に、重点的に取り組んだ。特に、従来の一部実施計画の理
論では、現場での普及や応用上の使いやすさの点から、2水準あるいは 3水準の因子のよう
な限定された場合の方法論の整備が重視されていたことに注目し、一般的な設定における
結果を得ることを目指した。 

 
３． 研究の方法 

 
一部実施計画の理論を一般的な枠組みで構築するために、多項式環の代数の理論（グレブナ
ー基底の理論）を用いるのが、本研究の特徴である。一部実施計画の計画点を零点とする多
項式の集合を、その計画の計画イデアルとよぶ。従来の一部実施計画の理論が、定義関係に
もとづく（2水準または 3水準の）レギュラーな計画等の一部にクラスに限定されていたの
に対し、計画イデアルは、完全に一般的な枠組みでの記述を可能とする。また、代数的な定
式化の応用として、一部実施計画の代数構造を利用した最適計画の探索手法の構築がある。
これは、直交性などの、一部実施計画のもつ性質を、代数方程式に反映させることにより、
与えられた性質をもつ一部実施計画をイデアルの零点として定義し、その列挙を、素イデア
ル分解などの計算代数手法により実行する、という方法である。 

 
４． 研究成果 
 
本課題で得られた研究成果で最も重要なのは、複数の多水準因子に関する完全に一般的な
設定において、与えられた性質をもつ一部実施計画を、多項式環のイデアルの零点として特
徴づける方法を構築したことである。この成果は、先行研究で 2 水準計画について得られ
ていた結果を、一般の多水準計画に拡張して得られたものであり、計画上の応答空間の代数
構造の理論に基づく。より具体的には、まず、水準を有理数にとる一部実施計画を、有理係
数多項式環の指示関数として表す。指示関数は、組合せ配置計画上で定義される多項式関数
で、一部実施計画の計画点で 1、それ以外の点で 0の値を取るものである。計画とその指示
関数は、一対一に対応する。指示関数は、もともとは 2水準計画に対して先行研究により提
案されたものであり、また、2水準計画の指示関数の係数は、その計画の直交性（aberration, 
resolution などの概念）と直接的な関係があることが知られていた。しかし、水準数が一
般の計画に対する指示関数については、その性質は複雑であり、知られていなかった。本課
題で得られた最初の重要な結果は、この指示関数の構造を、一般的な設定下で解明したもの
である。具体的には、多項式関数が、ある一部実施計画の指示関数となるための必要十分条
件を、その多項式関数の係数が満足する代数方程式系として与えることに成功した。さら
に、この代数方程式系に、計画の持つ性質に対応する制約（代数方程式）を追加することに
より、与えられた性質を持つ計画（の指示関数の係数）を零点とする多項式環イデアルが定
義されることになる。このイデアルは、ゼロ次元イデアルであり、その零点列挙は、計算代
数における基本的な問題となる。本課題では、この方法論に基づいて、応用上重要と思われ
るいくつかの設定における、与えられた直交性をもつ一部実施計画の列挙、分類に成功し
た。まず、素朴なグレブナー基底の計算により得られた結果として、2水準因子 4個、3水
準因子 1 個からなる強度 3 の直交計画が、56 個の零点に対応し、それらが 3 個の同値類に
分類されること、などを示した。以下はこの 3 種類の計画点を表にしたものである。56 個
の零点は、(1)を代表点とする 2 個、(2)を代表点とする 6 個、(3)を代表点とする 48 個の
計画からなる同値類に分類される。 



(1)      (2)      (3)     
X1 X2 X3 X4 X5  X1 X2 X3 X4 X5  X1 X2 X3 X4 X5 
-1 -1 -1 -1 -1  -1 -1 -1 -1 -1  -1 -1 -1 -1 1 
-1 -1 -1 -1 0  -1 -1 -1 1 0  -1 -1 -1 1 0 
-1 -1 -1 -1 1  -1 -1 -1 1 1  -1 -1 -1 1 -1 
-1 -1 1 1 -1  -1 -1 1 -1 1  -1 -1 1 -1 1 
-1 -1 1 1 0  -1 -1 1 -1 0  -1 -1 1 -1 0 
-1 -1 1 1 1  -1 -1 1 1 -1  -1 -1 1 1 -1 
-1 1 -1 1 -1  -1 1 -1 -1 1  -1 1 -1 -1 -1 
-1 1 -1 1 0  -1 1 -1 -1 0  -1 1 -1 -1 0 
-1 1 -1 1 1  -1 1 -1 1 -1  -1 1 -1 1 1 
-1 1 1 -1 -1  -1 1 1 -1 -1  -1 1 1 -1 -1 
-1 1 1 -1 0  -1 1 1 1 0  -1 1 1 1 0 
-1 1 1 -1 1  -1 1 1 1 1  -1 1 1 1 1 
1 -1 -1 1 -1  1 -1 -1 -1 1  1 -1 -1 -1 -1 
1 -1 -1 1 0  1 -1 -1 -1 0  1 -1 -1 -1 0 
1 -1 -1 1 1  1 -1 -1 1 -1  1 -1 -1 1 1 
1 -1 1 -1 -1  1 -1 1 -1 -1  1 -1 1 -1 -1 
1 -1 1 -1 0  1 -1 1 1 0  1 -1 1 1 0 
1 -1 1 -1 1  1 -1 1 1 1  1 -1 1 1 1 
1 1 -1 -1 -1  1 1 -1 -1 -1  1 1 -1 -1 1 
1 1 -1 -1 0  1 1 -1 1 0  1 1 -1 1 0 
1 1 -1 -1 1  1 1 -1 1 1  1 1 -1 1 -1 
1 1 1 1 -1  1 1 1 -1 1  1 1 1 -1 1 
1 1 1 1 0  1 1 1 -1 0  1 1 1 -1 0 
1 1 1 1 1  1 1 1 1 -1  1 1 1 1 -1 

 
一方で、同じサイズの問題に対する強度 2の直交計画の列挙では、計算量の問題が生じ、素
朴なグレブナー基底計算による変数消去が困難となる。この問題に対しては、計算代数の手
法である素イデアル分解に、素朴な場合分けを組み合わせることで取り組み、結果として、
63 個の同値類からなる 35200 個の零点として得られることを示した。また、応用上重要な
成果として、タグチメソッドの理論で使われる、外側-内側配置の問題に対して、新たな結
果を得た。外側-内側配置とは、複数の制御因子と誤差因子に対する一部実施計画として、
誤差因子による変動を積極的に利用するためのタグチメソッドの方法論では、制御因子を
内側の直交表に、誤差因子を外側の直交表に割り付けて、その直積で定義される配置（一部
実施計画）を使う、というものである。本課題では、この問題に対し、制御因子の内側配置
は直交表への割り付けを残す一方、誤差因子の水準を自由に（非直積型として）選択する、
という方針で、性質の良い一部実施計画を選択するための方法論を整備した。具体的な例と
しては、いずれも 2 水準の 6 個の制御因子と 3 個の誤差因子に対して、性質の良い非直積
型配置を代数計算により求め、これが単一の同値類からなることを示した。得られた非直積
型計画は、24 個の実験点からなり、従来の直積型の実験点のサイズ（32 個）を削減してい
る。以下はこの非直積型配置の代表元を表したものである（○が計画点を表す）。 
 
     Y1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 1 
     Y2 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 
     Y3 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 
X1 X2 X3 X4 X5 X6         
-1 -1 -1 1 1 1 ○ ○      ○ 
-1 -1 1 1 -1 -1   ○   ○ ○  
-1 1 -1 -1 1 -1   ○  ○   ○ 
-1 1 1 -1 -1 1  ○  ○ ○    
1 -1 -1 -1 -1 1    ○ ○  ○  
1 -1 1 -1 1 -1 ○   ○  ○   
1 1 -1 1 -1 -1  ○ ○   ○   
1 1 1 1 1 1 ○      ○ ○ 

 
この方法論により、実験回数の効率的な削減の可能性が示されたことは、応用上の意義があ
る成果であると考える。 
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