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研究成果の概要（和文）：新しい部分特異対計算法の構築をめざして分割統治法の研究を行う中で、一変数非線
形方程式の解法を詳しく調査し、割線法と挟み撃ち法がギブンス回転に使われるサイン、コサインの値を修正で
きることを見出した。その工夫を、大規模並列計算環境に適した部分特異対計算を実現する、広義の分割統治で
ある櫻井・杉浦法、TRL法、AIRLB法の実装技術である陽的シフト付き直交QD法、両側ヤコビ法、片側ヤコビ法、
QR法において採用できた。さらに、櫻井・杉浦法において重要な役割を果たすQR分解の高速化も行った。また、
LSMR法と部分特異値計算のための修正DQDS法を組み合わせて逆問題を解く方法を提案した。

研究成果の概要（英文）：In the course of researching divide-and-conquer methods with the aim of 
constructing a new method for computing partial singular pairs, we have surveyed the solution 
methods for nonlinear equations and found that the secant method and the false position method can 
modify the values of cos and sin used in the Givens rotation. We were able to employ this technique 
in the DQDS+OQDS method, the two-sided and one-sided Jacobi method, and the QR method, which are 
implementation techniques in the Sakurai-Sugiura method, which can be regarded as divide-and-conquer
 method in the broad sense, the TRL method, and the AIRLB method. These methods can achieve partial 
singular pair computation suitable for massively parallel computing environments. In addition, we 
accelerated the QR decomposition, which plays an important role in the Sakurai-Sugiura method. We 
also proposed to solve the inverse problem by combining the LSMR method and the modified DQDS method
 for computing partial singular values.

研究分野：高性能計算

キーワード： 櫻井・杉浦法　TRL法　AIRLB法　割線法　挟み撃ち法　QDS法　ヤコビ法　QR分解

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
櫻井・杉浦法、TRL法、AIRLB法を改良することで、大規模並列計算環境に適した新しい部分特異対計算法を提案
した。具体的には、高精度ギブンス回転を採用することで、3つの方法の実装技術であるDQDS法+OQDS法、両側・
片側ヤコビ法、QR法を改良した。逆問題を扱うLSMR法については、過学習の抑制のため部分特異値計算を必要と
する。微小な特異値も高精度に計算可能な修正DQDS法により、その問題を解決した。以上の成果により、主成分
分析を代表とするビッグデータ解析において、これまでよりも高速かつ高精度な計算が可能となった。研究成果
は、すべてソースコードの形式で公開した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
(1)現代計算機の特徴として、CPU の高い性能により演算は高速であるが、相対的に、CPU とメモ
リの間のデータ転送は高速ではない。その特徴を考慮して、ベクトル-ベクトル演算や行列-ベク
トル演算のような計算ではなく、行列-行列演算を多用した計算法を確立する必要がある。その
方法として、次のステップに沿った部分特異対計算の方法が考えられる。(1)密行列 を 分解
する、(2)ブロックハウスホルダー変換により、特異値を不変にしたまま、行列 を上 重の帯行
列に変換する、(3)上 重の帯行列の部分特異対を計算する、(4)逆変換を施して、元の行列 の部
分特異対を得る、という方針を採用する。求めたい特異対の数は数個から数十個程度であるとい
う条件を考慮して、応募者は、上 重の帯行列の特異値分解の問題が対称 重対角帯行列の固有値
分解の問題に変換できることに注目し、対称 重対角帯行列の固有値問題を、並列2分法と並列逆
反復法を用いて解く方法を提案した。しかし、大規模並列計算環境においては、求めたい特異対
の数が並列数(総プロセッシングエレメント(PE)数)よりも小さい場合が多く、その場合には、2
分法は多分法へ変更すればよいが、並列逆反復法は、すべての PE を有効に活用できない。その
困難を克服することが課題となっていた。 
 
(2)求めたい固有値・固有ベクトルが少ない場合の対称3重対角行列向け分割統治法と全固有値・
固有ベクトルを計算する場合の対称5重対角行列向けの分割統治法がすでに提案されている状
況にあった。それらを参考とし、求めたい特異対の数が数個から数十個程度の場合の部分特異対
計算を行う分割統治法を開発する。 
 
(3)分割統治法の特性により、特異値・特異ベクトルの計算が困難となる行列が存在することも
知られていた。 
 
２．研究の目的 
(1)本研究の目的は、大規模並列計算環境に適した密行列の高速・高精度な部分特異対計算を実
現することにある。ここで、特異対とは、一組の特異値と特異ベクトルを意味し、 ×  ( ≥

)の長方形行列においては、 組存在する。「部分」と付けた理由は、その 組のうちの一部を計
算することを意味する。本研究では、主成分分析などへの応用を想定して、求めたい特異対の数
が数個から数十個程度の場合を考える。現代計算機は、演算は高速であるが、相対的にデータの
転送速度は遅い。そこで、密行列の部分特異対計算の問題を、直接、上2重対角行列の部分特異
対計算の問題に変換するのではなく、上 重の帯行列の問題に変換して解く方法が提案された。
過去に、応募者は、対称 重対角帯行列の固有値問題に対する並列2分法と並列逆反復法を利用し
て、上 重の帯行列の部分特異対問題を解く方法を提案した。しかし、求めたい特異値と特異ベ
クトルの数が並列数よりも小さい場合には、高い並列性能を発揮する並列2分法・逆反復法の開
発は、容易ではない。本研究では、そのような状況においても高い並列性能を実現可能な分割統
治法に注目し、それを利用することで、高速・高精度な部分特異対計算を達成する。 
 
(2)計算中に分割統治法の計算が破綻する行列に対しても分割統治法が有効に機能するように、
分割統治法を改良することも本研究の目的である。 
 
(3)分割統治法の計算が破綻する行列への対応は難問であるため、本研究では、分割統治法の定
義として、ニュートン法を基礎とする Cuppen の分割統治法以外にも、櫻井・杉浦法も含めるこ
ととする。すなわち、櫻井・杉浦法の改良も、本研究の目的である。 
 
(4)主成分分析などへの応用を想定して、求めたい特異対の数が数個から数十個程度の場合にお
ける密行列の高速・高精度な部分特異対計算法を構築するという研究目的より明らかなように、
主成分分析を代表とするビッグデータ解析への応用を主目的として研究する。 
 
３．研究の方法 
(1)求めたい固有値・固有ベクトルが少ない場合の対称 3重対角行列向け分割統治法と全固有値・
固有ベクトルを計算する場合の対称 5 重対角行列向けの分割統治法がすでに提案されている。
それらを参考とし、求めたい特異対の数が数個から数十個程度の場合の部分特異対計算を行う
分割統治法を開発する。 
 
(2)特異値の分布として複数個のクラスタを持つ行列について、分割統治法は有効に機能しない。
計算に失敗した場合、閾値を変更するなどの修正を行う。 
 
(3)分割統治法の計算が破綻する行列への対応と、原点付近に微小な特異値をもつ行列の高精度
な特異値計算の実現は非常に難しい問題であるため、本研究では、Cuppen の分割統治法以外に
も、櫻井・杉浦法も広義の分割統治法と見なし、櫻井・杉浦法の改良についても検討する。 
 
４．研究成果 
(1)シフト付きコレスキー 分解に対する研究成果は次の通りである。櫻井・杉浦法においては、



細長い長方形行列の列空間の計算を必要とする。その前処理として、シフト付きコレスキー
分解を採用する。シフト付きコレスキー 分解を実用化するため、適切なシフト量を導入した。
櫻井・杉浦法以外の応用先として、通常の特異値分解の計算の前処理にも活用できるため、その
実装も行った。 
 
(2)陽的シフト付き Differential QD（DQDS）法と陽的シフト付き Orthogonal QD（OQDS）法を併
用した高速な列空間の構成法についての研究成果は次の通りである。櫻井・杉浦法においては、
シフト付きコレスキー 分解により、直交行列 と上三角行列 を手に入れる。 行列から生成
される上 2重対角行列 あるいはその転置行列 に対する高速な列空間の計算法として、DQDS 法
と OQDS 法を併用した方法を考案した。具体的には、DQDS 法によって特異値の分布を調査する。
すると、列空間の次元と零空間の次元が確定する。次に、OQDS 法によって零空間を計算すると、
その補空間として列空間を得られる。この手法を実装し、その性能を検証した。 
 
(3)単独非線形方程式の求解の方法によるギブンス回転の高精度化についての研究成果は次の通
りである。分割統治法の基本原理は、単独非線形方程式の求解の方法の一つであるニュートン法
にその基盤をおく。しかし、単独非線形方程式の求解の方法には、ニュートン法以外にも、たく
さんの方法が存在する。特に、割線法と挟み撃ち法は、双対の関係にあり、両者を併用すること
で、信頼性の高い単独非線形方程式の求解を実現できる。その方法を固有ベクトル計算・特異ベ
クトル計算に応用する。ギブンス回転やヤコビ回転を 、 の数値を用いて決定するとき、
側の数値の精度が低い場合がある。そのとき、 の数値を活用して、 の数値を割線法と挟み
撃ち法を用いて修正する。逆に、 側の数値の精度が低い場合、 の数値を活用して、 の数
値を割線法と挟み撃ち法を用いて修正する。正確には、単に修正するのではなく、恒等写像から
のずれとしてベクトルの更新を定式化する。以上の工夫を採用することにより、OQDS 法の左特
異ベクトルの直交性・固有値分解のためのヤコビ法における固有ベクトルの直交性・特異値分解
のための片側あるいは両側ヤコビ法における特異ベクトルの直交性・ 法における固有ベクト
ルあるいは特異ベクトルの直交性を改善できる。 
 
(4)両側ヤコビ法に対する研究成果は次の通りである。櫻井・杉浦法には、今倉らによる改良が
あり、そちらでは、左右の特異ベクトルが必要となる。左右の特異ベクトルを高精度に計算でき
る両側ヤコビ法に着目し、逆正接関数を用いた実装方法、Rutishauser による実装方法、および
Givens 回転を用いた実装方法の 3 つを提案した。数値実験の結果、我々の両側ヤコビ法の実装
は、既存の LAPACK の片側ヤコビ法よりも計算時間が短く、左右の特異ベクトルの直交性ならび
に特異値分解の精度の両方の基準において優れていることを確認できた。両側ヤコビ法の応用
先として、ビッグデータ解析においては、特異スペクトル変換法も存在する。 
 
(5)片側ヤコビ法に対する研究成果は次の通りである。櫻井・杉浦法が必要とする左特異ベクト
ルの計算において、2重対角化における誤差の混入を考慮すると、ヤコビ法も有力な実装技術の
選択肢となる。左特異ベクトルの直交性について、既存の LAPACK の片側ヤコビ法の実装ではな
く我々の片側ヤコビ法の実装を採用するならば、両側ヤコビ法よりも片側ヤコビ法のほうが優
れている。そのため、片側ヤコビ法の効率的な実装技術を確立した。 
 
(6)特異対計算のための Thick Restarted Lanczos（TRL）法と Implicitly Restarted Arnoldi 
（IRA）法に対する研究成果は次の通りである。ビッグデータは、大規模行列で記述されること
が多い。この大規模行列に対して、所望の固有値および固有ベクトルを求める部分固有対計算は、
拡大行列の方法を通じて、所望の特異値と特異ベクトルを計算する部分特異対計算に対応する。
TRL 法と IRA 法は、その目的を達成する解法である。しかし、部分特異対計算を行うテクニック
として、拡大行列の方法以外に、転置行列と与えられた行列の積をベクトルに乗算するという方
法も存在する。密行列と疎行列の両方について、転置行列と与えられた行列の積をベクトルに乗
算するための高速な計算法を提案した。 
 
(7)Thick Restarted Lanczos（TRL）法における固有ベクトルの直交性の改善についての研究成
果は次の通りである。単精度浮動小数点数環境のような丸め誤差を多く含む環境では、TRL 法の
収束が極端に遅くなる入力行列が存在する。この丸め誤差の影響を回避するために、本研究では、
ギブンス回転を基礎とする QR 分解を利用して、内部ルーチンにおける解の精度を向上させる方
法を提案した。その結果、提案法は TRL 法の収束性を向上させることを確認できた。 
 
(8)Augmented Implicitly Restarted Lanczos Bidiagonalization（AIRLB）法の新しい実装の方
法についての研究成果は次の通りである。部分特異対計算法として有名な AIRLB 法の改良を行
った。具体的には、その下位部品として OQDS 法を採用することで、AIRLB 法による高精度な特
異対計算を達成した。さらに、修正グラムシュミット法を活用して特異ベクトルのさらなる直交
性の改善を実現した。 
 
(9)最小 2乗法・逆問題の新しい解法についての研究成果は次の通りである。DQDS 法は、大規模



並列計算環境においても、下位部品としてならば有効に機能する。櫻井・杉浦法以外にも、ビッ
グデータ解析のための最小 2乗法・逆問題における過学習の抑制のための condition L-curve の
計算がある。具体的には、最小 2乗法・逆問題の解法として有名な LSMR 法が生成する 2重対角
行列の一部の特異値を計算するという目的に応用できる。実験の結果、DQDS 法は、その目的に
適した解法であることを確認した。 
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