
日本大学・生産工学部・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

３２６６５

基盤研究(C)（一般）

2019～2017

微分幾何的性質に基づく曲線・曲面の生成

Generation of Curves and Surfaces based on the Properties of Differential 
Geometry

７０２７７８４６研究者番号：

吉田　典正（Yoshida, Norimasa）

研究期間：

１７Ｋ００１７２

年 月 日現在  ２   ６ １６

円     3,500,000

研究成果の概要（和文）：CADやコンピュータグラフィックスでの曲線表現においては，Bezier曲線やB-spline
曲線に代表される自由曲線が広く利用されている．自由曲線は，優れた性質を持つ曲線であるが，曲率の制御が
容易でないという問題を持つ．本研究では，曲率関数を陽的Bezier曲線または陽的B-spline曲線で表現し，指定
された両端点の位置や接線方向（および曲率）を満たしながら，曲線を生成する手法を構築した．本手法では，
曲率変化を制御することも可能である．構築した手法をプログラムとして実装しリアルタイムに生成できること
を確認した．本研究により，指定された条件を満たしながら，曲率変化を制御することが可能となった．

研究成果の概要（英文）：Free-form curves, such as Bezier curves or B-spline curves, are widely used 
in CAD and computer graphics.  Free-form curves are curves with many excellent properties, however 
they have the problem that the curvature is not easy to control.  In this research, the curvature 
function is represented by an explicit Bezier curve or an explicit B-spline curve, and a method for 
controlling the curvature variation is constructed under the condition that the positions, the 
tangential directions (and curvatures) of both endpoints are specified. By implementing the method, 
we confirmed that curves can be generated in real time.  This study made it possible to control the 
curvature variation satisfying the specified conditions.

研究分野： 形状処理工学

キーワード： 形状モデリング　曲率　対数美的曲線　美的曲線・曲面
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研究成果の学術的意義や社会的意義
自動車のボディなどに代表する高度に美的な曲面を生成するには，曲面を生成する曲線自体も高度に美的である
必要がある．高度に美的な曲線は，曲率変化が単調であるか，または少ない数の曲率単調な領域を持つことが必
要である．本研究は，曲率変化を陽に指定し，指定された条件を満足するによう曲線を生成することで，曲率変
化の指定が可能な曲線生成手法の構築を行いプログラムとして実装した．本研究により，従来手法よりも，より
広い範囲で曲率変化を制御することが可能となり，また，曲線生成の際に曲率制御の重要性がより認識されるこ
とが期待される．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 研究開始当初の背景を次に述べる． 
① 高度に美的な曲線形状の制御の問題 
 高度に美的な曲線・曲面の生成においては，曲面生成のガイドとなる曲線自体も高度に美的で
ある必要がある．高度に美的とは，広い意味では，曲線が少ない数の曲率単調な領域で構成され
ること[Farin 01]を意味し，狭い意味では対数美的曲線などと捉えることができる．曲線の形状
と曲率変化の両方を制御することのできる手法が望まれる．このような問題は，例えば，自動車
のボディ形状の設計のプロセスにおいて，ある曲線の端点（曲線の位置，接線方向，曲率が指定
される）と別の曲線の端点（同じ条件が指定）の間を補完する曲率変化が単調性に変化する曲線
を生成したいという問題などが挙げられる． 
② 自由曲線 
 現在 CAD システムなどにおいて，広く利用されている曲線は，Bézier 曲線や B-spline 曲線
などに代表される自由曲線である．自由曲線は，多項式または有理式を用いたパラメトリック曲
線であるが，曲率は複雑な式で表されるため，曲率の制御自体が容易でないという問題がある．
この問題に対して，Farin による class A Bézier 曲線[Farin 06]なども提案されているが，一般
的な class A Bézier 曲線の生成自体が容易でなく，また曲線の制御自体が容易でない（生成して
みないと曲線の終点がどこにくるのか分からない）という問題がある． 
③ 対数美的曲線 
研究代表者および研究分担者は，高度に美的な曲線の生成の問題に対して，曲率対数グラフが

直線となる対数美的曲線[Yoshida 06 など]に関する研究を行い，様々な論文を発表してきた．対
数美的曲線は，その曲率関数が非常にシンプルな式で表すことのできる曲線（このことは曲線が
自己アフィン性を持つこととも関連している）であるが，そのシンプルさゆえに，逆に，曲線自
体としての自由度が低いという問題を持つ．ここで，自由度が低いとは，例えば，両端点の位置
と接線方向が与えられて曲線を生成する G1 Hermite 補間や，両端点の位置・接線方向・曲率が
与えられて曲線を生成する G2 Hermite 補間において，生成できる曲線の範囲が狭いという問題
がある． 
 
２．研究の目的 
 本研究では，曲線の形状（G1 または G2 Hermite 補間条件）と曲率変化の両方を同時に制御
することを目的とし，曲率関数を陽的多項式または有理式曲率関数で表現し，曲率関数の制御曲
率（制御点に相当）を変化させることによって補間条件を満足させる手法に関する研究を行う．
本研究の主たる目的を次に示す． 
① 与えられた𝐺! または 𝐺" Hermite 条件のもとで，陽的多項式および陽的有理式 Bézier 曲

率関数に基づき，曲線を生成するフレームワークの構築を行う．このフレームワークを利用

すれば，陽的多項式・有理式 B-spline 曲率関数への応用は容易である． 

② 与えられた𝐺! Hermite 条件のもとで，様々な曲線が生成可能であることを，アルゴリズム

を実装することによって確認する．また，曲率関数の次数が高くない場合には，曲線がリア

ルタイムに生成可能なことを確認する 

③ 𝐺! Hermite 補間条件が与えられたとき，陽的多項式 Bézier 曲線について，曲率変化の単

調性を維持して曲線の生成が可能な，両端点の曲率の値の領域を可視化する． 
なお，本研究では，陽的多項式および陽的有理式 Bézier 曲率関数を対象としているが，陽的

多項式 B-spline 曲率関数による手法および実装もできているが，現在研究が進行中かつ未発表
のため割愛する．また，効率性がまだ十分には確保できていないが，曲率関数および捩率関数に
基づく空間曲線の生成アルゴリズムも構築も行っている． 
 
３．研究の方法 
𝑠# を曲線セグメントの弧⻑とする．𝑛を陽的 Bézier曲線の次数とし，	𝜅$(𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛) を制
御曲率とする．𝑠を弧⻑，𝜏 = %

%!
, 𝐵$&(𝜏)を Bernstein多項式とした時，陽的多項式 Bézier 曲率

関数 𝜅(𝑠)は， 

𝜅(𝑠) = 𝑠#	𝐾(𝜏)		(𝑠 ∈ [0, 𝑠#]),					𝐾(𝜏) =4𝐵$&(𝜏)
&

$'(

	𝜅$ 		(𝜏 ∈ [0,1]), (1) 

で表される．𝑤$(𝑖 = 0,1,⋯ , 𝑛)をウェイトとした時，陽的有理 Bézier曲率関数𝜅)(𝑠)は， 

𝜅)(𝑠) = 𝑠#	𝐾)(𝜏)		(𝑠 ∈ [0, 𝑠#]),				K)(𝜏) =
∑ 𝐵$&(𝜏)&
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			(𝜏 ∈ [0,1]). (2) 



で表される．弧⻑ sと⽅向⾓θは次式によって関係付けられる． 

d𝜃 = 𝜅*(𝑠)d𝑠. (3) 

ここで，𝜅*(𝑠)は，多項式曲率関数の場合は式(1)の𝜅(𝑠)を，有理曲率関数の場合は式(2)の𝜅)(𝑠)
である．式(3)の両辺を積分すると，次式を得ることができる． 

𝜃	(𝑠) = ? 𝜅*(𝑡)d𝑡.
%

(
(4) 

式(4)右辺の積分は，陽的多項式 Bézier曲線の性質を⽤いると，closed formで解くことがで
きる．また，式(4)および𝐺! Hermite補間条件およびすべての制御曲率が与えられると，曲線
セグメントの弧⻑𝑠#を求めることができる． 標準形における弧⻑𝑠の曲線の位置𝐏(𝑠)は，次式に
よって計算することができる． 

𝐏(𝑠) =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎡? cos 𝜃	(𝑠)d𝑡

%

(

? sin 𝜃	(𝑠)d𝑡
%

( ⎦
⎥
⎥
⎥
⎤
. (5) 

任意の位置の曲線は，式(5)で得られた曲線に適切な相似変換を施すことによる⽣成することが
できる．𝐺! または 𝐺" Hermite 補間は，曲率関数の制御曲率を最適化によって指定された条
件にあう曲線が⽣成することによって⾏う． 

 
４．研究成果 
 本研究の理論を C++言語で実装し，Core i7 2.2GHzのノート PCにおいても十分にリアルタイ
ムで実装可能なことを確認している． 
 図１に生成された曲線の例を示す．図１(a), (b), (c)は同じ𝐺! Hermite 補間条件で 3 次の
陽的多項式 Bézier 曲率関数を用いたものだが，様々に曲率を変化させられることが分かる．図
１(d)は𝐺" Hermite 補間を行った例である． 

 

 
 
 
 
 
 

           

     (a) Cubic  (κ! = κ" = κ#)                     (b) Cubic (κ" = κ# = κ$) 

             

 

       (c) Cubic (κ! = κ", κ# = κ$)    (d) Cubic,  Hermite (κ% = 0.5, κ& = 1.5) 
図１  陽的 Bézier 曲率関数で生成された曲線 
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(a) 𝐺" Hermite (多項式 Bézier)        (b) 𝐺" Hermite （有理式 Bézier） 

図２ 多項式および有理 Bézier曲線を⽤いた𝐺" Hermite補間 (κ% = 0.5, κ+ = 2.0). 
 

 図２は，3 次の多項式および有理 Bézier 曲率関数を用いて𝐺" Hermite 補間を行った例であ
る．図２(a)では多項式を用いているため曲率変化の単調な曲線を生成できていない．図２(b)は，
有理式のウェイトを調整することにより，同じ条件のもとで曲率変化の単調な曲線を生成でき
た例である． 
 図３(b),(c),(d)は，(a)に示す𝐺" Hermite 補間のもとで，曲率変化の単調な曲線を生成可能
な始点の曲率κ%と終点のκ+を可視化したものである．次数𝑛を高くすると曲率変化の単調な曲線
を生成できる領域が広がっていることが分かる． 
 以上に述べたように，本研究では，曲率を陽的多項式関数で表現し，最適化手法によって制御
曲率を変化させることによって，指定された条件を満足するような曲線生成手法の構築を行っ
た．現在，陽的 B-spline多項式曲率関数による実装もすすめており，複数セグメントを持たせ
ることで，𝐺# Hermite 補間領域の全て領域をカバーする手法の研究をさらに進めている． 
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図３ 陽的多項式 Bézier 曲率関数による 𝐺# Hermite 補間領域 
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