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研究成果の概要（和文）：レジーム・スイッチングモデルは、構造変化・非線形性などの時系列の特徴をよく記
述することができるため、経済学・ファイナンスの分野において非常に幅広く利用されている。
レジーム・スイッチングモデルの実際の応用においては、レジームの数をデータから決定することが特に重要と
なるが、レジームの数に関する統計的推測の実用的な手法は未だに確立されていなかった。
本研究は、レジームの数をデータから決定する実用的な手法として尤度比検定を提唱し、尤度比検定統計量の漸
近分布を導出した。さらに、コンピューター・シミュレーションを行い、尤度比検定が実用性を持つことを確認
した。

研究成果の概要（英文）：Markov regime switching models have been used in numerous empirical 
applications in economics and finance because it can capture many important features in time series 
such as structural changes, nonlinearity, and asymmetric dependence. 
Despite its importance, the asymptotic properties of the MLE and related procedures have not been 
well understood. In particular, the asymptotic distribution of the likelihood ratio test (LRT) 
statistic for testing the number of regimes is still unknown. The number of regimes is an important 
parameter in applications of Markov regime switching models. Furthermore, in many applications, the 
number of regimes itself is of economic interest. Therefore, it is important to establish a 
statistical testing procedure for the number of regimes.
This research derives the asymptotic distribution of the LRT statistic for testing the number of 
regimes and conducts simulation studies to confirm that the LRT statistic has good finite sample 
properties.

研究分野：計量経済学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
レジーム・スイッチングモデルは、構造変化・非線形性などの時系列の特徴をよく記述することができるため、
経済学・ファイナンスの分野において非常に幅広く利用されている。レジーム・スイッチングモデルの実証研究
における応用において、レジームの数は重要なパラメーターであり、レジームの数自体が経済学的に重要な意味
を持つことも多い。しかしながら、経済学理論は、レジームの数を選択するためのガイダンスをほとんど提供し
ないため、実証研究者が利用可能な統計的手段は少なかった。そのため、レジームの数の統計的検定手順を確立
した本研究の成果は学術的・社会的に重要な意味を持つ。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
Hamilton (1989)の重要な貢献以来、レジーム・スイッチングモデルは、時系列の構造変化・非
線形性・非対称性などの多くの重要な特徴を捉えることができるため、経済学や金融における多
くの実証研究において使用されてきた。 
その重要性にもかかわらず、レジーム・スイッチングモデルの最尤推定量および関連する統計量
の漸近的な特性はよく理解されていなかった。１番目に、最尤推定量の漸近分布は限られたモデ
ルについてのみ導出されていた。Douc et al. (2004)は、各々のレジームで観測される変数の分
布が現在のレジームにのみ依存し、レジームの遷移確率行列がゼロを含まないケースにおける
最尤推定量の漸近分布を導出した。しかしながら、Hamilton (1989)のモデルでは、各々のレジ
ームで観測される変数の分布は、現在のレジームと q 期前のレジームの両方に依存するため、
Douc et al. (2004)の結果はHamilton (1989)のモデルを含んでいない。驚くことに、最も有名な
レジーム・スイッチングモデルの最尤推定量の漸近分布は、いまだに未解決問題であった。この
結果、実証研究で日常的に利用されている、t検定やWald検定の正当性は、確立されていなか
った。 
２番目に、レジームの数を検定するための尤度比検定統計量の漸近分布はいまだに知られてい
なかった。レジームの数は、レジーム・スイッチングモデルの実証研究における応用において、
重要なパラメーターであり、レジームの数自体が経済学的に重要な意味を持つことも多い。しか
しながら、経済学理論は、レジームの数を選択するためのガイダンスをほとんど提供しないため、
実証研究者が利用可能な統計的手段は少なかった。 
  
２．研究の目的 
 
本研究の目的は、(1)各々のレジームで観測される変数の分布が現在のレジームと q 期前のレジ
ームの両方に依存する一般的なレジーム・スイッチングモデルの最尤推定量の漸近分布を導出
すること、(2)レジームの数が M個であるという帰無仮説をレジームの数が M+1 個であるとい
う対立仮説に対して検定する尤度比検定統計量の漸近分布を導出すること、である。 
 
３．研究の方法 
 
一般的なレジーム・スイッチングモデルの最尤推定量の漸近分布の導出においては、Douc et al. 
(2004)の分析の手法を拡張した。Douc et al. (2004)は、観測データに条件づけた下で、時刻 t 
の（観測されない）レジームの分布と時刻 t-k のレジームの分布の間の統計的従属性が幾何学的
に減衰することを証明した。続いて、Douc et al. (2004)は、レジームの遷移確率行列がゼロを
含まない場合、このレジームの分布の統計的従属性の減衰は、時刻 tに観測される変数の分布と
時刻 t-k に観測される変数の分布の間の統計的従属性の減衰へと変換されることを示した。 
 本研究は、以下の重要な洞察に基づいている。各々のレジームで観測される変数の分布が現在
のレジームと q 期前のレジームの両方に依存する場合には、時刻 t に観測される変数の分布と
と時刻 t-k に観測される変数の分布との間の統計的従属性は、時刻 t から時刻 t-q までのレジ
ームの集合の分布と、時刻 t-k から時刻 t-q-k までのレジームの集合の分布に依存する。したが
って、これらのレジームの集合の分布の間の統計的従属性が幾何学的に減衰することを証明す
れば、時刻 tと時刻 t-k に観測される変数の分布の間の統計的従属性の減衰を証明できる。 
 本研究は、coupling method (Rosenthal, 1995)を使用して、このレジームの集合の分布の間
の統計的従属性が幾何学的に減衰することを証明した。さらに、この結果と Douc et al. (2004)
の手法を統合して、最尤推定量の漸近分布を導出した。 
 
レジームの数に関する尤度比検定統計量の漸近分布の導出においては、帰無仮説の下で一部の
パラメーターが識別されない問題が発生する。このため、本研究は、最初に LaCam の
differentiable-in-quadratic-mean expansion (DQM 展開)をレジーム・スイッチングモデルに
利用できるように拡張した。DQM 展開は、対数尤度関数をヘッシアンまで展開する古典的なテイ
ラー展開よりも単純なアプローチを可能にするため、帰無仮説の下で一部のパラメーターが識
別されず、さらに対数尤度関数が複雑な形状をとるレジーム・スイッチングモデルの分析におい
て有用である。本研究が導出した DQM 展開は、対数尤度関数が、尤度比の（高次）導関数と、パ
ラメーターの多項式の二次関数で局所的に近似されることを示した。 
 各々のレジームで観察される変数の分布が正規分布でない場合は、対数尤度関数は、上述の
DQM 展開を用いて対数尤度関数の２次展開を行いスコアを求めることにより、パラメーターの多
項式の２次関数によって近似できる。しかし、各々のレジームで観察される変数の分布が正規分
布である場合は、対数尤度関数の展開の次数がレジームの系列相関に依存して変化するため、高
度な分析が必要となる。特に、レジームの系列相関が無い場合には、モデルは有限混合正規モデ



ルに還元される。Kasahara and Shimotsu (2015)は、有限混合正規モデルにおいては、対数尤度
関数の（２次ではなく）４次展開がスコアを導出するために必要となることを示した。本研究は、
Kasahara and Shimotsu (2015)の知見に基づき、対数尤度関数の展開の次数がパラメータの値
に依存して変化する場合にも適用可能な対数尤度関数の近似手法を確立して、正規分布レジー
ム・スイッチングモデルの対数尤度関数の漸近分析手法を確立した。この結果を用いて、レジー
ムの数をデータから決定する実用的な手法として尤度比検定を提唱し、尤度比検定統計量の漸
近分布を導出した。 
 
４．研究成果 
本研究は、以下の 2つの主要な研究成果をあげた。4-1. 一般的なレジーム・スイッチングモデ
ルのパラメーターの最尤推定量の漸近分布の導出。4-2. レジームの数を検定する尤度比検定統
計量の漸近分布の導出。 
4-1. 一般的なレジーム・スイッチングモデルのパラメーターの最尤推定量の漸近分布の導出 
 本研究は、各々のレジームで観測される変数の分布が現在のレジームと q 期前のレジームの
両方に依存する、一般的なレジーム・スイッチングモデルのパラメーターの最尤推定量の漸近分
布を導出した。さらに、フィッシャー情報行列の一致性を導出して、t 検定や Wald 検定の正当
性を確立した。この研究成果は、実証研究においてこれらの検定を用いた仮説検定の正当性が損
なわれている現状を解決した。さらに、大規模なコンピューター・シミュレーションを行い、現
実的なサンプルサイズの下での最尤推定量の分布が、漸近分布によって良く近似されることを
検証した。 
4-2. レジームの数を検定する尤度比検定統計量の漸近分布の導出 
 本研究は、フィッシャー情報行列のランクがパラメーターの値によって変化する場合にも適
用可能な対数尤度関数の近似手法を確立し、レジーム・スイッチングモデルの対数尤度関数の漸
近分析手法を確立した。この結果を用いて、レジームの数をデータから決定する実用的な手法と
して尤度比検定を提唱し、尤度比検定統計量の漸近分布を導出した。さらに、コンピューター・
シミュレーションを行い、現実的なサンプルサイズの下で、尤度比検定が実用性を持つことを確
認した。また、現実のデータを用いて、尤度比検定が Akaike Information Criterion や Bayes 
Information Criterion では明らかにすることのできない知見を提供できることを確認した。 
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