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研究成果の概要（和文）：　本研究の目的は,高等学校数学科における証明指導の改善のために形式的証明と決
定問題の解決を接続する数学的探究活動の枠組みを開発することである　本研究は、高等学校数学科における
「証明指導」の現状と課題を把握して「形式的証明」と「決定問題の解決」を接続する数学的探究活動の枠組み
を「三角比」の教材で具体化しながら、開発することである。

研究成果の概要（英文）：The purpose of the study is to develop the frame of the mathematical 
activity that connects the formal proof with the solution of the decision problem for the 
improvement of teaching mathematical proving in the high school.

研究分野： 数学教育学

キーワード： 証明　定理　問題解決

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
高等学校数学科における「証明指導」には、「形式的証明」の必要性という点で、先行研究では明らかにされて
いない「探究活動」が必要である。高等学校では、「形式的証明」による結論を「定理」として、決定問題の解
決に用いるという点で、小・中学校の証明指導とは異なる活動を重視できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様	 式	 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通）	
１．研究開始当初の背景 
平成 29 年度 3月に「新学習指導要領」が公示されて以来，「主体的・対話的で深い学び」が
強調され，探究的な活動を促す授業の実現が高等学校の教育現場に求められている。探究的な活
動には，具体的な多数の「情報」を並べたり，分類したりして，その「情報」の特徴を取り出す
作業が必要であることが強調され，具体的な教育改革として，高等学校数学科のカリキュラム・
学習内容編成においても「統計処理」的な学習内容の一層の充実が掲げられた。算数・数学科で
も資料の整理・活用に関する授業場面がより一層注目された。	
しかし，「数学的に処理すること」だけに授業のねらいや内容・方法が偏ってしまうとすれば，
それは問題視されるべきであろう。算数・数学科授業において，「なぜ，そのような処理が出来
るのか」，「この処理はどのような数値に対しても同様に可能なのか」など，「数学的な処理」
の背景にある「数学的内容」へ生徒たちが主体的に関与する場面を希薄にしてはいけないだろう
し，そのような場面にこそ，教師は「探究的な活動」を設定しようとするはずである。「探究的
な活動」を算数・数学科の授業で取り入れるとなると，数学の学習指導に固有な「情報の収集」
「情報の整理」の仕方だけでなく，「情報の論理的・数学的分析」も重視されなくてはならない
し，そのような数学の学習指導に固有な観点は，算数・数学科の教材に具体的なかたちで示され
なくてはならない。本研究はそのような「情報を論理的・数学的に分析する」取り組みの一つと
して，「数学的現象の探究としての証明」に着目している。特に「探究的な活動」を促す教材と
して，証明教材を具体的に提案することを通して，高等学校数学科の証明指導を見直そうとする
ものである。	
これまでも「証明」は、中学校 2年生の学習内容であることから、「証明指導」に関する研究
は、中学校数学科の実践に基づいて進められてきた（例えば、宮崎,2009）。さらに、小学校算
数科でも「証明指導」の実施可能性や実施する必要性が、主張されている。小学校算数科にお
ける「証明指導」に関する研究は、2000 年代から国内外で盛んになっている（例えば、小松,2014）。
特に、小学校での「証明指導」の必要性は、作図や操作的活動を、命題を探究することに主眼
をおいた非形式的な証明とみなすことによって主張された（例えば、関口，2002;	岡崎，2010；
小松,2014）。	
	 一方、高等学校数学科における「証明指導」に関する研究には、「形式的証明」の必要性とい
う点で、算数科における探究活動とは異なる活動が必要である。「形式的証明」は記号を用いて
演繹的な組み立てによって命題の真偽を明らかにする行為である。高等学校数学科では、真偽
を証明した後の「命題」を「定理」とし、その「定理」を用いて決定問題を解決する。決定問
題とは、「未知のものをみつける目的」の問題のことであり(ポリア，1954)、数学科においては、
未知数を求める問題を意味する。高等学校の授業の大半の時間は「ある定理を用いて複数の決
定問題を解く」ことである。そのために「定理」は適用範囲の広い、いわゆる「一般化」され
た命題として表現される必要がある。	
２．研究の目的 
本研究の目的は,高等学校数学科における証明指導の改善のために、「形式的証明」と「決定問
題の解決」を接続する数学的探究活動の枠組みを開発することである。数学教育研究において、
「証明指導」は小学校算数科と中学校数学科の指導について盛んに探究されている。一方、高等
学校数学科における「証明指導」には、「形式的証明」の必要性という点で、先行研究では明ら
かにされていない「探究活動」が必要である。高等学校では、「形式的証明」による結論を「定
理」として、「決定問題の解決」に用いるという点で、小・中学校の「証明指導」とは異なる活
動を重視できる。本研究は、高等学校数学科における「証明指導」の現状と課題を把握して、「形
式的証明」と「決定問題の解決」を接続する数学的探究活動の枠組みを、「三角比」の教材で具
体化しながら、開発することである。 
３．研究の方法 
	 高等学校数学科では、「形式的証明」と「決定問題の解決」との関連が「数学的探究活動」の
根幹として重視されるべきである。また、そのような「数学的探究活動」が数学教育学におい
て、理論的にも実証的にも探究される必要がある。そのためには、高校生・数学担当教師がそ
れぞれに「決定問題解決に用いた定理」と「その定理の証明」に対してどのように意味づけた
り認識したりしているのか、つまり、高校生・数学担当教師の「証明概念（Healy&Hoyles,2000）」
を捉えなくてはならない。以上から、「証明指導」に関する研究において、残された主な課題は、
次の２点と考えた：①「形式的証明」と「決定問題の解決」とを接続する「数学的探究活動」
の明確化，②高校生・数学担当教師の「証明概念」に関する中規模調査(県内調査)やインタビ
ュー調査の実施による現状把握。	
先の２つの課題について，本研究の期間内に次の３つの研究テーマを立て，3 年間の研究機
関に順次執り行った：(1)「証明概念」について考察・調査（インタビュー調査を含む）する
こと,(2)「決定問題」と「証明問題」の捉えと位置づけに関する先行研究を整理すること，
(3)「決定問題」と「証明問題」の取り組みを接続する	
４．研究成果 
(1)「証明概念」について考察・調査（インタビュー調査を含む）すること 
	 ここでは，「証明指導に関する考え方」と「証明とは何か」についての教師の捉えを明らかに
することにした。具体的には、高等学校で数学を担当する教員 6 名（経験年数 5 年未満 1 名、
経験年数 10 年 1名、経験年数 20 年以上 3名）にインタビュー調査を行った。	



	 「証明指導に関する考え方」に関しては、「証明をすることについて自分自身がどのように考
えているか」並びに「授業の中で証明をすることについてどのように考えているのか」につい
てそれぞれインタビュー調査をした。結果として、まず「証明をすることについて自分自身が
どのように考えているか」について、6 名全員が「重要であると考えている」と回答した。中
でも経験年数 20 年以上の 3名の教員は、「数学の定理が本当に成り立つのかどうかを確認する
ことが証明をする意義である」と述べ、「定理」、「証明」、「定理の応用問題」といった順に授業
を進めることが理想であるとも強調した。この結果、定理の確証のための証明の機能に被験者
の半分が着目していることが分かった。次に「授業の中で証明をすることについてどのように
考えているのか」については、上記の 6名による座談会形式でのインタビュー調査とした。結
果として、「証明」を生徒にさせる機会は限られた定理であり、多くの場合、教師が生徒に向け
て簡単な解説をしたり、口頭で証明を述べたりする程度にとどまらせていると意識されている
ことが分かった。	
	「証明とは何か」についての教師の捉えに関しても上記 6名の座談会によってデータを得た。
その結果、全体として、定理が真であることを示す数学的な保証となる言明であるとされた。
また、高校数学で取り扱う証明の代表例として、「数学的帰納法を用いた証明」「背理法」など
の間接証明法の特徴的な構造が挙げられた。このことから、６名の高校数学教師が、証明を証
明の構造によって分類していることがうかがえた。これは、代数表現を多用した数学に関する
記述を「証明」とみなす高校・大学生の状況（Healy	&	Hoyles,2000）とは異なって、証明の構
造、構成のされ方に着目しているという高校数学教師の証明への見方に関する一つの傾向を明
らかにしたと言える。	
	 一方で、証明をした定理の具体的な内容や解釈、証明をすることによる数学的な理解に言及
するような話題は、インタビュー中にはなかった。このことから、数学指導において、「証明を
すること」自体が主要な目的として教師たちに捉えられていることがうかがえた。	
(2)「決定問題」と「証明問題」の捉えと位置づけに関する先行研究を整理すること 
ここでは，「形式的証明」と「決定問題の解決」を接続する数学的探究はどのように行われる
かを明らかにすることに関わる研究を進めた。	

証明の意義を認め，必要感をもつことの重要性は，これまでも強調されてきた（國本，

1998；國宗，2003；岡崎，2010）。特に,算数科で操作や実測，あるいは ICTを用いた活動を
取り入れることによって,子どもたちに証明の仮定と結論を具体的に意識させ，推論の必要
性を意識させる取り組みについて,多くの研究成果が理論的にも実践的にも蓄積されてきた。
これらの研究では，操作の順序性に着目して性質を命題のかたちにし，その命題の真偽を明

らかにする方法として証明を導入させる学習段階に焦点が当てられている。 
一方，生徒たちの証明の概念は，中学 2年生で証明を導入した後も証明の意味内容や構
造の探究を通して形成され続けていくはずであるが，そのための学習指導に関して，数学
教育研究上で確かな研究成果が十分に蓄積されているわけではないだろう。しかし，生徒
たちの証明の概念について，問題点はいくらか指摘されており，特に，証明の意味理解を
ねらいとした学習指導に関しては，理論的にも実践的にも研究を積み重ねる必要がある。
例えば，Healyと Hoyles（2000）は，証明のしくみを学習した後の中学生たちが，証明を構
文論的な観点で評価することはできても，証明の意味内容に関連して評価することは難し
い状態にあることを報告した。氏らは，中学生たちが証明をどのように捉えているのかを
調査し，その際，生徒たちが証明することを儀式と捉えていて，意味内容にかかわらず，
代数的な記述さえ用いられていれば，その記述を証明とみなすことさえあるとしている。
つまり，証明の記述の意味内容と構造に関わって考察したり評価したりすることの困難性
や，そのような学習をする機会の少なさが指摘されたのである。 
証明の実用性・必要性の在りどころはどこにあるのか。この問いに対して、本研究では

Hanna らの「プログマティズム的な証明観」に着目した。女史らによれば、同じ定理の証
明でも、「証明のための証明」と「説明のための証明」があるとして、目的に照らして証明
を分類している。	
(3)「決定問題」と「証明問題」の取り組みを接続することによって生じる「数学的探究活動」
を理論的及び実証的に明らかにすること 
ここでは，「形式的証明」と「決定問題の解決」を接続する数学的探究を取り入れた高校数学
の授業とはどのようなものになるかに関する「正弦定理」に関わる指導内容の具体的な想定を
基にして、実践をしてデータを取り、それらからどのような活動が生まれるのか、それがどの
ように証明につながるのかを考察した。	

ここでは，数学Ⅰ「三角比」の正弦定理を問題解決の方略から導出するために，次のよ

うな授業の展開案を構想した． 
この展開案は，高等学校数学科の単元構成において，＜与えられた「定理」の正当化の説

明＞としての証明の前に，＜問題解決から「定理」を導出する＞としての証明活動を想定

する．今後，本研究では，高等学校第 1学年「数学Ⅰ」の単元構成として精緻化し，実践 
した．第 1次と第 6次の概要を，提示する問題と予想される生徒の解決によって示す． 
（３−１）第 1次：三角形構成要素の大きさを求める方略の一般化 



① 既知の⽅略の利⽤による問題解決 

問題（１）は，中学校第 3学年の「三平方
の定理」と「円周角の定理の逆の応用」によ

って解決できる（図１）．このとき，与えら

れた角度と辺の長さがデータであり，「30°，
60°，90°の三角形（正三角形の半分）」や
「45°，45°，90°の三角形（正方形の半分）」
の 3辺の比が分かる直角三角形になるように
補助線をひいていることが方略である．直角三角形の辺の比と角の関係を利用して未知数

を求めている． 
② 既知の⽅略の適⽤と概念化 

問題（２）は，従来，高等学校「数学

Ⅰ」の三角比の学習において，正弦定理

を用いて解く問題として生徒に提示され

る（例えば，長谷川ほか，2011）．問題
（１）と同様の方略では，3辺の比のわかる直角三角形はう
まく作れない．既知の方略は適用されるが失敗に終わる．ま

た，問題の三角形が「そもそも存在するのか」という疑念が

生まれたならば，「［4］未知数の存在の検討」をする．データ
としての角度や辺の長さを用いて，例えば，作図できるかど

うかを確認し，さらに「三角形の内角の和は 180°である」こ
とを認めれば，∠C＝180°－（30°＋135°）＝15°，1辺（AC）
の長さとその両端の角度∠A，∠Cの大きさが定まった
△ABCは一意に決まるといったように，三角形の合同条件を
想起しながら三角形の存在条件を吟味することができる． 
次に，30°と 90°の角をもち，求める長さ aを一辺とする直
角三角形をつくると，図 2.1のようになり，A′C（＝２R）を

直径とする円において弧 BCの円周角として∠A＝∠A′となる点 A′ が決まる．このとき，
a:1=２R:2より２R＝２a（…①）となり，R＝aであることがわかる．「直角三角形となるよ

うに三角形を分割する」から「直角以外の角のいずれかが，

30°，45°又は 60°となる直角三角形をつくる」という方略が
概念化されている． 
さらに，問題解決のため，既に長さが示されている「４（∠

Bの対辺 bの値は４）」に三角形の辺の比を対応させるのに，２
R（＝A′C）と ACを 2辺にもつ直角三角形 AA′Cを考える（図
2.2）．その結果，∠CAA′＝90°，∠AA′C＝∠A′CA ＝45°の直角
三角形ができる．そして， AC:1= A′C:√2 より 2 R＝4√2（…
②）よって，解 a=2√2が求められる． 
③ 既知の⽅略の適⽤可能性の検討 

 
 

 
 

問題（３）によって，既知の三平方の定理などを用い

て，図 3において大きさが分かっていない辺や角を明らか
にしようすることが想定できる． 
∠Aを保って２AB＝AB′となるように ABの B方向の延
長線上に点 B′をとり，２AC＝AC′となるように ACの C方
向の延長線上に点 C′をとるなどして，「正弦・余弦・正
接」を導入する． 

次に，「30°，45°，60°」の三角比の学習を通して，これまで２つの直角三角形「30°，

問題（１）「△ABC において，∠A＝60°， 
∠C＝45°，c=6 のとき，a を求めよ」 
 

 
図１	 問題（１）の解法例 

問題（２）「△ABC において，b＝４， 
A＝30°，B＝135°のとき，a を求めよ」 
 

 
図 2.１方略の概念化 

問題（３）「△ABC において，a＝2，c＝5，
C＝90°のとき，∠A を求めよ」 

 
図 2.2	 問題（２）の

解決 

 
図 3：三角比の導入 



60°，90°の三角形（正三角形の半分）」と「45°，45°，90°の三角形（正方形の半分）」の辺
の比と角の関係を三角比の見地から捉え直す． 
この後，第２次～５次と進む．三角比の導入によって，三角形の構成要素の一般化が図ら

れる． 
（３－２）第 6次：問題（２）の方略の探求による「正弦定理」の導出 

① 概念化した⽅略の再表現 
	 問題（２）の解決方

法は，まず，求める値

aを一辺とする直角三
角形をつくるために，

円周角の定理の逆を用

いて，△ABCの外接円
の半径 Rと aとの関係
式を R=aとした（問
題（２）①式を参

照）．これができたの

は，△BA′C が「30°，
60°，90°の三角形（正

三角形の半分）」であるためであった．次に，問題で与えら

れている値（b＝４）と辺の比を対応させるため，bと２Rを 2辺とする直角三角形をつく
ってできた三角形が「45°，45°，90°の三角形（正方形の半分）」だったので，Rの値を求
めることができ（問題（２）の②式を参照），最後に aを算出した．三角比をあらわす新た
に得た表現で再度問題（２）の①式を表現すると，sinA=a/2Rが導出される（図 4.1）．即
ち，①式より，「三角比とは何であったか（第 1次）」に立ち返ると，直角三角形 A′BCの
∠A′の正弦は比の値 BC／A′Cで表わされ，一定である．また，問題（２）②式では，
sinB=b/2Rが導出される（図 4-2）． 
∠AA′Cの見方は多様にある（「円に内接する四角形の∠Bの対角」又は「円周角の定理
より，∠AA′B	 +∠BA′C＝∠C+∠Aなので，180°から∠Bを引いた大きさに等しい」 ）．
∠AA′Cの正弦は sinBに等しいことを用いれば，△AA′Cについて，sinB=b／2R と表わす
ことができる．これらから，

"
#$%&

= (
#$%)

= 2Rが導かれて，∠Cについても同様であること
が推測できる。 
② 概念化した⽅略の検討 
また，問題（２）を問題（１）の方略（図 5）でふり返れば，直角三角形 BADについて

sinA=BD/c， 直角三角形 BCD について，sinC=BD/a とな
り，c・sinA＝a・sinC即ち，a:c=sinA:sinCや "

#$%&
= ,

#$%-
 も見

いだすことができる．さらに，問題（１）の方略を問題（２）

の方略に沿って解決を図ると，図６を用いて解決できる． 
以上より，「既知の方略の利用による問題解決」，「既知の方

略の適用と概念化」，「既知の方略の適用可能性」，「概念化

した方略の再表現」，「概念化した方略の検討」という５段

階があると想定した．段階を経て，問題解決の際の試行錯

誤も介して導出した「定理」は，生徒たちにとって正当化すべきもの，あるいは，その真偽

を明らかにすべきものになっていると考える． 
（３−３）決定問題と証明問題の⾏き来によって⽣じる証明活動 
 これらから、「証明問題」と「決定問題」を接続する証明活動の指導の枠組みは次のよう
に示すことができる：【決定問題の概念化】a)既知の方略の利用による問題解決 b）既知の
方略の適用と概念化 c)既知の方略の適用可能性の検討【定理の導出】d)概念化した方略の
再表現【決定問題の解決方略に準ずる証明方略の導出】e)概念化した方略の検討 
尚，主要な研究成果は，本研究課題の報告書として最終年度にまとめられている。	

 
図 4.1	 「正弦定理」の 

導出（１） 

 
図 5方略の検討 

 
図 4.2	 「正弦定理」の導出（２） 
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