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研究成果の概要（和文）：(1) 2つの概均質ベクトル空間の有理軌道の解釈を決定した。(2) 分裂でない 
tri-Hermitain 形式の空間に関連する密度定理を証明した。これは3次体を固定し2次体を動かすとき，その合成
体と2次体の相対の類数と単数基準の積の密度を決定した結果である。(3) GIT stratification の一般論をコン
ピューターも使い，4つの場合に適用し，そのうち3つの場合には stratification とそれにより全ての有理軌道
を決定した。もう1つの場合もパラメータ集合は決定済みである。

研究成果の概要（英文）：(1) I determined the interpretation of two prehomogeneous vector spaces. (2)
 I proved a density theorem related to the space of non-split tri-Hermitain forms. For a fixed cubic
 field and quadratic fields, the composite field is a sextic field. I determined the density of 
relative hR (class number times the regulator) of this composite field and the quadratic field. (3) 
I applied the general theory of GIT stratification to 4 concrete cases and determined the 
stratification and all rational orbits for 3 cases. For the remaining case I determined the 
parameter set of vectors. 

研究分野： 不変式論，解析的整数論

キーワード： 概均質ベクトル空間　代数群　不変式論　密度定理

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
概均質ベクトル空間は不変式論と解析的整数論が交錯する分野で特にそれから得られる密度定理は解析的整数論
の主要な目的である。そのためには有理軌道で問題の意味を解釈することが必要であり，方法としてはベクトル
空間の stratication を決定することが不可欠である。これらのことを本研究ではいくつかの場合に実現し，実
際に新しい密度定理を証明することに成功したことは意義がある。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 C－ 9、F－ 19－ 1、Z－ 19（共通）

1. 研究開始当初の背景
概均質ベクトル空間に関連する研究の重要な話題として有理軌道の解釈，大域ゼー
タ関数の極の決定，局所ゼータ関数の一様評価，密度定理などがある. いくつかの重
要な場合にこれらは決定されたが，まだまだ未決定な場合が残っている. こういった
課題についての研究が求められていた.

2. 研究の目的
1. で述べたように概均質ベクトル空間に関連する未解決な問題について研究する
のが目的であった. 特に以下の問題について研究するのが目的であった.

(1) 概均質ベクトル空間の有理軌道をより多くの場合に決定する.

(2) 未知の密度定理の証明.

(3) (1) は主に一般点における軌道の考察であるが，作用が悪い点 (不安定点)の構
造の決定は大域，局所ゼータ関数両方に有益であり，それを多くの場合に決定する.

3. 研究の方法
(1)一般的における有理軌道についてはガロアコホモロジーによる標準的なアプロー
チがあるので，それにしたがって研究を行う.

(2) 今回は大域ゼータ関数に関する過去の結果を使ったので，大域ゼータ関数に関
する研究は行わないが，局所ゼータ関数の一様評価は 1つの場合に行う (4. 参照). ま
た，1960年代の小野の結果による玉河数のコホモロジー的な解釈と局所密度の計算
により密度定理を証明する.

(3) 過去指導した学生 (田嶋和明)との共同研究を行い，幾何学的不変式論を使った
不安定点の構造の決定を田嶋氏の博士論文の結果を基に，具体的な概均質ベクトル空
間に対して適用する.

4. 研究成果

1. 概均質ベクトル空間の有理軌道を 6 次元 primitive trivector の場合に決定した.

2. non-split tri-Hermitian forms に関連する密度定理の証明.

3. GIT stratification の実際の 概均質ベクトル空間に対する決定.

1. 以前アクセプトされていた,例外ジョルダン代数の対の空間の有理軌道に関する
論文が J. Number Theory から出版された. これは過去に指導した院生である加藤遼
との共同研究である.

また,次元6のprimitive trivectorの空間の有理軌道の解釈を決定した論文が Tohoku

J. から出版された. 少し説明する. G = GL1 ×GSp(6), e1, . . . , e6 ∈ Aff6 を標準ベク
トルとするとき, ei1i2i3 = ei1 ∧ ei2 ∧ ei3 などとする. GSp(6) は S = e14 + e25 + e36 に
対して定義されているとする. U = ∧3Aff6 は 20 次元のベクトル空間で W = {S ∧ v |
v ∈ Aff6} は 6 次元の部分空間である. U には G が作用し W は不変部分空間なの
で，V = U/W は G の 14 次元の表現で概均質ベクトル空間である. 基礎体 k は標数
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が 2, 3 でない体とする. このとき次の定理がこの場合の主定理である. Exn を k の n

次以下の分離拡大のガロア閉包となっている体の同型類とする. w = e123 + e456 とす
る. k1/k が 2次拡大なら SH3(k1) は k1 に係数を持つ 3 次エルミート行列で行列式が
1 であるものの同値類とする.

定理: 写像 γV : Gk\V ss
k → Ex/2 があり次の (1)–(4) が成り立つ.

(1) γ−1
V (k) = Gk · w.

(2) G◦
w
∼= GL(1)× SL(3), Gw/G

◦
w
∼= Z/2Z.

(3) k1/k が 2次拡大なら, γ−1
V (k1) は (SL(3)k1 ⋊ (Z/2Z))\SH3(k1) と 1対 1に対応

する.

(4) G · x ∈ γ−1
V (k1) が Q ∈ SH3(k1) に対応するなら，G◦

x
∼= GL(1)× SU(k1, Q).

次に 2の結果について説明する. 簡単のために基礎体は Q とする. 3次体 k̃ を固定
する. k̃/Q は 3 で不分岐とする. p を素数とする. k̃ ⊗Q Qp

∼= Qp ⊕ Qp ⊕ Qp なら k̃

の p でのタイプは (triv)，k̃⊗Q Qp
∼= k̃p ⊕Qp, k̃p/Qp 2次拡大なら k̃ の p でのタイプ

は (quad)，k̃⊗Q Qp が体なら k̃p = k̃⊗Q Qp とおき k̃ の p でのタイプは (cubic) とす
る. k̃ の p でのタイプが (quad) で k̃p/Qp が分岐なら相対判別式 ∆k̃p/Qp

のオーダー
を δp とする.

素数 p, に対し定数 Ep を以下で定める. (⌊x⌋ は n 以下の最大の整数).

Case Ep

(triv) (1− p−2)(1− 3p−3 + 2p−4 + p−5 − p−6)

(quad) k̃p/Qp 不分岐 (1− p−4)(1− p−2 − p−3 + p−4)

(quad) k̃p/Qp 分岐 (1− p−1)(1− p−2)(1 + p−2 − p−3 + p−2δp−2⌊δp/2⌋−1)

(cubic) k̃p/Qp 不分岐 1− p−2 − p−4 + p−5 − p−7 + p−8

(cubic) k̃p/Qp 分岐 (1− p−1)(1− p−4)

k̃ の p ̸= 2 でのタイプが (quad) で k̃p/Qp が分岐なら δp = 1 で Ep = (1− p−1)(1−
p−4).

無限素点での定数を以下のように定義する.

c∞(k̃)(+) =

{
1
8

k̃ ⊗Q R = R3,

1
4π

k̃ ⊗Q R = R⊕ C,
c∞(k̃)(−) =

{
1

2π2 k̃ ⊗Q R = R3,

1
4π

k̃ ⊗Q R = R⊕ C.

2次体 F に対し L = k̃ · F , T (F ) = {x ∈ RL/QGL(1) | NL/F (x) ∈ GL(1)} とする.

M(F ) = Ker(H1(Q, T (F )) → H1(R, T (F ))×
∏
p

H1(Qp, T (F )))
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と定義するとこれは Tate-Shafarevich 群の類似である. i(F ) = #M(F ) と定義する
と i(F ) = 3r(F ) で r(F ) = 0, 1 となることが示せる. また k̃/Q が正規拡大でなければ
r(F ) = 0 である.

∆F , hF , RF , etc., などは判別式, 類数，単数基準などとする. 次の定理がこの場合
の主結果である.

定理:

lim
X→∞

X−2
∑

[F :Q]=2,0<±∆F<X

hk̃·FRk̃·F
hFRF

(1 + i(F )−1)

= |∆k̃|
1
2hk̃Rk̃c∞(k̃)(±)ζk̃(2)

∏
p

Ep.

3. について説明する.

これは田嶋和明との共同研究である. (G, V ) が概均質ベクトル空間であるとき，知
りたいのは V の一般点に関する情報だが，ゼータ関数などを調べるには G の作用が
悪いところの構造を知る必要がある. 基礎体が C のときは (G, V ) の軌道分解は知ら
れているが，数論的な状況では有理性が問題になる. また素数 p を法として考えるこ
とも多いので，標数も任意標数での結果が望ましい. また解析的な応用としては悪い
点の集合が帰納的に有理的にファイバー積の構造を持っていることがわかるのが望ま
しい. GIT stratificaion はそういったことを可能にする理論である. 詳しくは述べな
いが，極大トーラスの作用を対角化しておいたとき，座標の weight の有限集合の凸
閉包の原点から一番近い点をパラメータとして stratification が定まり，strata の帰
納的構造も保証されている.

この一般論は過去の論文で決定しているが，それをいくつかの大きい概均質ベクト
ル空間に対して決定した. GIT stratification のパラメータ集合 B は以下の場合に決
定した.

(1) G = GL3 ×GL3 ×GL2, V = Aff3 ⊗ Aff3 ⊗ Aff2.

(2) G = GL6 ×GL2, V = ∧2Aff6 ⊗ Aff2.

(3) G = GL5 ×GL4, V = ∧2Aff5 ⊗ Aff4.

(4) G = GL8, V = ∧3Aff8.

これには計算機による激しい計算を要した. B の元 β に対し，stratum Sβ が定ま
るが，Sβ = ∅ もありうる. (1), (2) の場合には，Sβ ̸= ∅ である β を決定し，k が完
全体の場合に全ての β に対し有理軌道 Gk\Sβ k を決定した.

(1) に関する結果は次の定理である.

定理: 概均質ベクトル空間 (1) には 16 個の空集合でない strata Sβ がある. また，1

つの stratum Sβ0 を除き，Gk\Sβ k は 1点よりなり，Gk\Sβ0 k は Ex2(k) と 1対 1に
対応する.

(2) に関する結果は次の定理である.
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定理: 概均質ベクトル空間 (1) には 13 個の空集合でない strata Sβ がある. また，1

つの stratum Sβ0 を除き，Gk\Sβ k は 1点よりなり，Gk\Sβ0 k は Ex2(k) と 1対 1に
対応する.

(3) に関する結果を述べる前にいくつか定義する. 完全体 k の標数は 2 でないと
する.

定義: (1) Prg2(k) を PGL2 の k-form の k 同型類の集合とする.

(2) QF4(k) を GO(Q)◦ (Q は 4変数 2次形式) という形をした代数群の k 同型類の
集合，IQF4(k) ⊂ QF4(k) をその部分集合で分裂する GO(Q0)

◦ の inner form になっ
ているものの集合とする.

(3) に関する結果は次の定理である.

定理: (1) 概均質ベクトル空間 (3) には 61 の空集合でない strata Sβ がある.

(2) Sβ ̸= ∅ なら Gk\Sβ k は (i) 1点 (SP と省略) (ii) Ex2(k) (iii) Ex3(k) (iv) Prg2(k)

(v) IQF4(k) のどれかになる. また (i)–(v) になる Sβ の数は次の通りになる.

タイプ SP Ex2(k) Ex3(k) Prg2(k) IQF4(k)

Sβ の数 43 12 3 2 1

(4)に関しては考察はまだ終わっていないが，近いうちに完成することが期待される.
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