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研究成果の概要（和文）：本研究における主要な結果は以下の通りである．
１．有限exponentをもつアソシエーション・スキームにおける，正則アソシエーション・スキームの高次指標に
よる特徴付け．２．有限群の表現論でよく知られている，次数2以上の既約指標の値に関するBurnsideの定理の
正則アソシエーション・スキームへの拡張．３．非対称ランク3アソシエーション・スキームから非可換ランク8
アソシエーション・スキームの対の構成．

研究成果の概要（英文）：The main results of this research are as follows: 
1. A characterization of regular association schemes among finite exponent association schemes in 
terms of higher indicators. 2. An extension to regular association schemes of Burnside's vanishing 
theorem which is well known in the representation theory of finite groups. 3. A construction of 
pairs of non-commutative rank 8 association schemes from non-symmetric rank 3 association schemes.

研究分野：代数学
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令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　アソシエーション・スキームは有限群のある種の一般化であることから，有限群論における諸結果をアソシエ
ーション・スキームに拡張する研究が多くなされている．しかし，その方向性を捉えることは容易ではない．そ
こで，本研究では有限群に近い性質をもつ正則アソシエーション・スキームの研究を通して，一般のアソシエー
ション・スキームへの拡張の示唆を得ることを期待するものである．
　本研究の成果として，高次指標を導入することで，正則アソシエーション・スキームの表現論的な特徴付けが
得られた．また，一般のアソシエーション・スキームでは反例のある，Burnsideの定理を正則アソシエーショ
ン・スキームにまで拡張できた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
 アソシエーション・スキームは有限群のある種の一般化であることから，有限群の表現論で得
られている結果をアソシエーション・スキームの隣接代数の表現に拡張する研究が多くなされ
ている．しかし，どのような方向でアソシエーション・スキームに拡張できるかを捉えるのは容
易ではなく，また，そのままでは成り立たない主張も存在する．そこで，有限群に近い性質をも
つアソシエーション・スキームへの拡張を調査することによって，より一般のアソシエーショ
ン・スキームへの拡張の足掛かりとする研究が考えられる．本研究では，有限群に近い性質をも
つアソシエーション・スキームとして，研究代表者によって定義された正則アソシエーション・
スキームを用いることとした． 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は，有限群に近い性質をもつ正則アソシエーション・スキームの隣接代数の表現
を考察することである．また，そこからより一般のアソシエーション・スキームへの拡張に対す
る示唆を得ることである． 
 
３．研究の方法 
 
 花木章秀氏（信州大学）によって公開されているアソシエーション・スキームおよびそれらの
指標表のデータベースを利用し，GAP を用いた計算実験によって，データを収集する．また，そ
のデータから得られた予想を考察する． 
 正則アソシエーション・スキームの構造およびその隣接代数の表現を研究し，有限群の表現論
の議論に帰着可能な手法を開拓する． 
 代数的組合せ論および代数学関連の研究集会に参加し，情報収集をする．特に，有限群論の研
究者と意見交換を行い，知見を広める． 
 
４．研究成果 
 
 本研究における，主要な結果は以下の通りである． 
 
（１）正則アソシエーション・スキームの高次指標による特徴付け 
 
 正則アソシエーション・スキームの exponent は有限である．しかし，有限 exponent をもつア
ソシエーション・スキームの中には正則でないものも存在する．本研究では，有限次元半単純ホ
ップ代数の研究で用いられていた高次 Frobenius-Schur 指標および高次指標の定義を参考にし，
アソシエーション・スキームの隣接代数の既約指標に対して，Higman による先行研究（2 次
Frobenius-Schur 指標，2次指標）を拡張し，高次 Frobenius-Schur 指標，高次指標を定義した．
簡単な計算から，この高次指標の値は常に有理数であることが分かる．また，有限群を含む正則
アソシエーション・スキームにおいては，任意の高次指標の値は自然数であり，またその列は周
期的であることも分かる．この論文では，このことが有限 exponent をもつアソシエーション・
スキームのなかで，正則アソシエーション・スキームを特徴付けることを示した．つまり，有限
exponent をもつアソシエーション・スキームのなかでは，アソシエーション・スキーム  が正
則であること，任意の自然数  に対して，  次指標の値 ( ) が自然数であること，  次指
標の値の列 { ( )} が周期的であることが同値であることを示した．さらに，任意の自然数  
に対して， ( ) が自然数で，数列 { ( )} が周期的であるような無限 exponent をもつアソシ
エーション・スキームの無限系列を構成した．この例から，expoenent が有限であるという条件
は外せないことが分かる． 
 
（２）アソシエーション・スキームの正則な元の strong girth 
 
 アソシエーション・スキームの正則な元には，有限群の元の位数の概念に対応する，strong 
girth という概念がある．有限群の元の位数は，もとの群の位数を割る．本研究では，正則な元
  で生成される閉部分集合 ⟨ ⟩ を考察し，⟨ ⟩ の thin residue は ∗  であり，それによる剰
余スキーム ⟨ ⟩// ∗  は位数が元  の strong girth である巡回群と同型であることを示した．
これにより，正則な元  の strong girth は，有限群の元の位数と同様，もとのアソシエーショ
ン・スキームの位数を割ることが分かった．このことから，正則アソシエーション・スキームの
exponent は，そのアソシエーション・スキームの位数を割ることも分かる． 
 



（３）Burnside の定理の正則アソシエーション・スキームへの拡張 
 
 有限群の表現論において，「次数 2以上の任意の既約指標  に対して，それぞれ ( ) = 0  
となる元  が存在する」，という Burnside の定理がある．この定理は一般のアソシエーション・
スキームの既約指標に対しては反例があることが知られていた．本研究では，「正則アソシエー
ション・スキームの重複度 2以上の任意の既約指標  に対して，それぞれ ( ) = 0 となる元
  が存在する」ことを示した．有限群をアソシエーション・スキームとみたとき，既約指標の
次数と重複度は一致するため，有限群に対する主張は一致している．しかし，一般にアソシエー
ション・スキームの既約指標においては，次数は重複度以下であることから，より強い結果を得
たことになる． 
 有限群の表現論において，Burnside の定理を用いて証明される Brauer-Wielandt-Harada の定
理が知られている．この定理を群的な正則アソシエーション・スキームに拡張した．この結果は
現在投稿中である． 
 
（４）非対称ランク 3アソシエーション・スキームから非可換ランク 8アソシエーション・スキ
ームの対の構成とその表現 
 
 花木章秀氏との共同研究として，非対称ランク 3アソシエーション・スキームから同じ指標表
をもつ非可換ランク 8アソシエーション・スキームの対を構成した．これは，位数 8の非可換群
である四元数群と二面体群の関係に類似したランク 8 の非可換アソシエーション・スキームの
対を，二面体群と任意の非対称ランク 3アソシエーション・スキームから構成するものである．
また，この対に対して，表現論的な特徴（Frobenius-Schur 指標，有理数体上の隣接代数の代数
構造）を調べた．本研究は Algebraic Combinatorics に掲載を受理された． 
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