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研究成果の概要（和文）：ダイナミカル・ヤン・バクスター写像を利用して，一般の代数をbase ringとして持
つホップ亜代数を構成した．その成果は論文誌Toyama Mathematical Journal（42, 2021, 51-72）に掲載されて
いる．また，適切な性質をもつダイナミカル・ヤン・バクスター写像に付随して定義される反射方程式
（reflection equation）の解を組織的に構成することにも成功した．この研究成果は論文誌Toyama 
Mathematical Journal（Volume 44, 2023）に掲載される予定である．

研究成果の概要（英文）：By means of dynamical Yang-Baxter maps, we constructed Hopf algebroids whose
 base rings are arbitrary algebras. This result is published in Toyama Mathematical Journal (42, 
2021, 51-72). In addition, we succeeded to present a systematic method to construct solutions to the
 reflection equation associated with the dynamical Yang-Baxter map satisfying suitable conditions. 
This result will be published in Toyama Mathematical Journal (Volume 44, 2023).

研究分野： 代数学

キーワード： ホップ亜代数　ダイナミカル・ヤン・バクスター写像

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究による成果の学術的意義は以下の通りである．（1）base ringが一般の場合に，ホップ亜代数を構成する
ための十分条件を明らかにした．（2）どんなテンソル圏に対しても適用可能であるような反射方程式の解の構
成方法を提示した．（3）ダイナミカル・ヤン・バクスター写像から定まる反射方程式の解を組織的に構成し
た．（4）クイバー（quiver）のなすテンソル圏における反射方程式の解を構成した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
量子ヤン・バクスター方程式やその解である R 行列は，数学および物理学に幅広い応用をもつ．
研究代表者は，数年来，この量子ヤン・バクスター方程式を通じて可積分系に埋め込まれている
代数構造を解明することと同時に，その代数学への応用を目指すべく，量子ヤン・バクスター方
程式および関連する代数構造を一般化する研究に取組んでいる．既存の量子群や可積分系など，
量子ヤン・バクスター方程式の現れる分野をより深く理解しながら，新たな数学・物理学上の研
究対象を提供することが目標である． 

研究代表者が研究しているダイナミカル・ヤン・バクスター写像は，Drinfeld により導入さ
れたヤン・バクスター写像を一般化したものである．成分を入れ替える写像 P（P(u,v)=(v,u) 
(u,v∈V)）がヤン・バクスター写像の典型例である． 
   この写像 Pから，双代数（bialgebra）である一般線型群 GLnの座標環 A(GLn)を構成すること
ができる．まず，V を n 次元ベクトル空間とする．写像 P を V×V から V のテンソル積上への写
像と見なすと双線型写像となることから，写像 P を Vのテンソル積上の線型写像と考える．この
線型写像 P を，V の標準的な基底｛vi｜1≦i≦n｝を用いて行列表示する．その係数 Pij

kl は，
P(vi,vj)=(vj, vi)であることから，Pij

kl=δilδjkとなる（δilはクロネッカーのデルタ記号)．す
なわち，i=l かつ j=k のときのみ Pij

klは 1となり，それ以外はすべて 0となる． 
座標環 A(GLn)が可換環であることから，その生成元 Lij（1≦i,j≦n）は，それらが可換であ

ることを意味する式 LijLkl=LklLijを満たす．Pij
kl =δilδjkであることから，座標環 A(GLn)で成り

立つ最も基本的な関係式 LijLkl=LklLijは，Σs,tPik
stLtjLsl=Σs,tPst

ljLktLisと書き換えられる． 
この関係式を通じて，ヤン・バクスター写像 Pが双代数である座標環 A(GLn)を決定している

と見なすことができよう． 
上の写像 P をダイナミカル・ヤン・バクスター写像に一般化することにより，研究代表者ら

は双代数の一般化である左双亜代数（left bialgebroid）の構成方法を提示した．また，この左
双亜代数の特別な表現であるダイナミカル表現全体がテンソル圏をなすことも示した． 

さらに研究代表者は事前研究を行って，ダイナミカル・ヤン・バクスター写像から面型ヤン・
バクスター方程式の解を導いた． 

面型ヤン・バクスター方程式の解から，面代数（face algebra）と呼ばれる代数を定義する
ことができる．この面代数は双代数の一般化である弱双代数（weak bialgebra）となっており，
ホップ代数の分野では大変よく応用されている．また，その表現のなすテンソル圏の性質も研究
されている． 

研究代表者による事前研究は，1 つのダイナミカル・ヤン・バクスター写像が左双亜代数と
面代数という 2 つの代数を生み出すことを意味するので，これら 2 つの代数の表現の間にも何
らかの関係があるはずである． 

そこで，ダイナミカル・ヤン・バクスター写像から定まる 2 つの代数の表現の関係を明らか
にして，そのテンソル圏の同値性，すなわち，これら 2つの代数の少し広い意味での森田同値性
を証明しようという着想に至った． 
 
２．研究の目的 
研究代表者の提示した新しい数学的対象であるダイナミカル・ヤン・バクスター写像は，左双亜
代数および面代数を生み出すことができる．これは，研究代表者による事前研究で明らかにされ
た． 

そこで本研究では，これら 2 つの代数の少し広い意味での森田同値性を明らかにすることを
目的とする．すなわち，研究代表者らが構成した左双亜代数のダイナミカル表現全体のなすテン
ソル圏と，対応する面代数の表現全体のなすテンソル圏の間の圏同値を得ることを研究目的と
する． 

左双亜代数のダイナミカル表現全体のなすテンソル圏は，物理学の可積分系における L 作用
素全体のなすテンソル圏と同型であるので，この点を通じ，本研究は数学のみならず物理学にも
波及が見込まれる． 
 
３．研究の方法 
本研究で取り扱える左双亜代数を幅広くするために，まず， 
（1） ダイナミカル・ヤン・バクスター写像を利用した左双亜代数・ホップ亜代数の構成 
について研究した． 

本研究課題の遂行中に発表された関連する結果などを参考にしながら引き続き研究を進めて
いたが，コロナ禍などの困難が生じたため， 
（2） ダイナミカル・ヤン・バクスター写像に付随して定まる反射方程式の解の構成 
について研究した．この研究は，基盤研究(C)（一般）（2014〜2016；課題番号 26400031）から続
くものである． 
   これらの研究を遂行するにあたり用いた方法は，以下の通りである． 



（1） 研究代表者によるダイナミカル・ヤン・バクスター写像を利用した左双亜代数の構成方法
を一般化する． 
（2） De Commer によるヤン・バクスター写像に付随した反射方程式の解の構成方法を，テンソ
ル圏上での構成方法に一般化する． 
（3） 上記（2）で得られるテンソル圏上での反射方程式の解の構成方法をダイナミカル・ヤン・
バクスター写像に適用し，ダイナミカル・ヤン・バクスター写像に付随して定まる反射方程式の
解を構成する． 
 
４．研究成果 
本研究の主な成果は以下の通りである． 
（1） ダイナミカル・ヤン・バクスター写像を利用して，ホップ亜代数を構成することに成功し
た．これは，研究代表者によるダイナミカル・ヤン・バクスター写像を利用した左双亜代数の構
成方法を一般化したもので，ダイナミカル・ヤン・バクスター写像の満たす性質を抽象して得ら
れる base ring の元からホップ亜代数を構成したものである．フロべニウス代数（Frobenius 
algebra）ではない代数を用いて，先述の base ring の例を与えた．これにより，弱ホップ代数
（weak Hopf algebra）とならないような，真のホップ亜代数の例が構成できたことになる． 
（2） ダイナミカル・ヤン・バクスター写像に付随して定義される反射方程式の解を組織的に構
成することに成功した．まず，De Commer によるヤン・バクスター写像に付随した反射方程式の
解の構成方法を，テンソル圏上での構成方法に一般化した．この構成方法を，ダイナミカル・ヤ
ン・バクスター写像が射（morphism）として属しているテンソル圏に適用した．これにより，群
から定まるダイナミカル・ヤン・バクスター写像に付随して定義される反射方程式の解であるダ
イナミカル・リフレクション写像（dynamical reflection map）を組織的に構成することに成功
した．具体的には，群の準同型写像の族と圏論的な意味での加群から，ダイナミカル・リフレク
ション写像が構成できることを示した．この構成方法が比較的簡潔であることから，様々な例を
構成することに成功した．De Commerによる論文では示されていない例も構成している．加えて，
ダイナミカル・ヤン・バクスター写像が射として属しているテンソル圏がクイバー（quiver）の
なすテンソル圏の一部と圏同値であることを用いて，クイバーのなすテンソル圏におけるヤン・
バクスター方程式の解に付随して定義される反射方程式の解を構成することにも成功している． 
   ダイナミカル・ヤン・バクスター写像に関する反射方程式の研究は，基盤研究(C)（一般）（2014
〜2016；課題番号 26400031）から続くものである．本研究では主にその数学的側面を研究した
が，以前に得られた成果と合わせることで，今後は物理学への応用も図っていきたいと考えてい
る． 
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