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研究成果の概要（和文）：完備離散付値環上のアーベル多様体$G_{¥eta}$に対してネロン・モデルが一意に定ま
ることはよく知られている。このネロン・モデル$¥cG$ のコンパクト化を研究した。主要結果は以下のとおりで
ある：$¥cG$が半安定ならば、$¥cG$のコンパクト化$(P,¥cN)$で次の性質(i)-(iii)を持つものがただ一つ存在す
る：(i) 偏極$¥cN$が$¥cG$上3次的で$G_{¥eta}$上では$¥cL_¥eta$の整数倍 (ii) Cohen-Macaulayスキームで、
(iii) $P¥setminus¥cG$が余次元2。
$¥cG$の退化データを構成しコンパクト化を構成、具体的に記述した。

研究成果の概要（英文）：Any abelian variety $(G_{¥eta},¥cL{¥eta})$ over a complete discrete 
valuation ring has a unique N¥'eron model $¥cG$. Our main result is stated as follows: if $¥cG$ is 
semi-abelian, then there exists a unique relative compactification $(P,¥cN)$ such that (i) $¥cN$ is 
a polarization of $¥cG$ extending the $n$-th tensor of $¥cL_{¥eta}$ for some $n$ with $¥cN_{¥cG}$ 
cubical,  (ii) $P$ is Cohen-Macaulay, (iii) $P¥setminus¥cG$ is of codimension at least two.

研究分野： 代数幾何学

キーワード： アーベル多様体　モジュライ　コンパクト化　アーベル多様体の退化　ネロン・モデル　ネロン・モデ
ルのコンパクト化　ボロノイ多面体
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研究成果の学術的意義や社会的意義
代数体上で定義されたアーベル多様体は、一次元の楕円曲線の場合を含め、研究対象として興味深い。その基本
的な研究手段として、代数体の整数環上に延長された極小モデル、あるいは、ネロン・モデルは大切である。と
りわけ、アーベル多様体の退化する素点（以下、悪い素点という）での振る舞いは重要な情報を与える。ネロ
ン・モデルの自然なコンパクト化は、その情報を得るための一つの有効な手段になると期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 アーベル多様体のモジュライ空間のコンパクト化は悪い素点を除いた整数環
$¥bZ[¥zeta_N,1/N]$上で構成されている（Nakamura Inv. Math.1999）。ただし、$¥zeta_N$は
1 の原始 N 乗根を表す。本研究の当初の目標はこれを整数環$¥bZ[¥zeta_N]$上に延長すること
であり、その研究は現在も継続中であるが、その研究の過程でネロン・モデルのコンパクト化に
急速な進展があり、議論の多くがモジュライ空間のコンパクト化と共通することから、ネロン・
モデルのコンパクト化を進めることとした。 完備離散付値環上のアーベル多様体
$G_{¥eta}$に対してネロン・モデルが一意に定まることはよく知られている。アーベル多様体
の退化の一つとして、ネロン・モデルのコンパクト化がある。ネロン・モデルの連結成分のコン
パクト化はすでに[1]Alexeev-Nakamura(Tohoku Jour. 1999)によって知られている。またネロ
ン・モデルの（特異点のない）コンパクト化の存在は[2] K¥"unnermann (Duke Jour. 1998)に
よってすでに知られているが、一意性が成り立つコンパクト化の存在は知られていなかった。な
お、出版年は前後しているが、論文としては[2]より[1]のほうが先である。 
 
２．研究の目的 
 
以上の経緯から、この研究では単にネロン・モデルのコンパクト化の存在だけでなく、良いコン
パクト化の構成を目指す。よいコンパクト化の定義は研究の開始時点では特定するのは難しい
が、研究の結果、良いコンパクト化は（特異点を持つが）存在し、しかもただ一つ存在すること
が証明できた。むしろ、この一意性によって、良いコンパクト化であることが示されている、と
考えるべきであろう。なお、我々の得たコンパクト化は、一般には特異点を持つが、代数幾何学
の一般的な現象、例えば、極小モデル理論の結論などと比較しても、一意性を持つ場合に、コン
パクト化の特異点の存在は避けられない。 
 
３．研究の方法 
 
Mumford 構成と呼ばれる、この方面ではよく知られた構成方法がある。この構成方法を適用する
には、$(G_{¥eta},¥cL_{¥eta})$の退化データが必要である。退化データは半安定な
$(G_{¥eta},¥cL_{¥eta})$に対しては構成出来ることが知られている。複素数体上では、退化デ
ータはテータ級数の展開係数に他ならない。ネロン・モデル$¥cG$ のコンパクト化が満たすべき
理想的な条件がすべて成立すると仮定すると、最初に与えられた$(G_{¥eta},¥cL_{¥eta})$の退
化データから、ネロン・モデル$¥cG$ の退化データが一意的に定まり、具体的に求めることがで
きる。この退化データに、Mumford 構成の方法を適用してコンパクト化を構成する。退化が完全
退化の場合はこの方法で比較的簡単に済むが、部分退化の場合の$¥cG$ の退化データは論文の
第 2部部分（Nakamura 単著）で構成する。 
 
４．研究成果 
 
(4-1) 主要結果は以下のとおりである：$¥cG$が半安定ならば、 
$¥cG$のコンパクト化$(P,¥cN)$で次の性質(i)-(iii)を持つものがただ一つ存在する： 
(i) 偏極$¥cN$が$¥cG$上 3次的で$G_{¥eta}$上では$¥cL_¥eta$の正の整数倍、  
(ii) $P$は Cohen-Macaulay スキームで、(iii) $P¥setminus¥cG$が余次元 2。 
また、$P$の構造はボロノイ多面体（による分割）で記述される。 

 
(4-2) 以下、より詳細に述べる： 
論文[1]で採用した無限生成代数は 
$¥cR=R[a(x)w^x¥vartheta; x¥in X]$という簡明な形をとる。 
ただし、$X$は階数有限の自由$¥bZ$加群、$a(x)$は退化データの一部、$¥vartheta$は不定元を
表す。ここで、無限和 
$¥vartheta_0:=¥sum_{x¥in X}a(x)w^x$はアーベル多様体のテータ関数に対応する。 
この代数はテータ関数の定めるアーベル多様体上の豊富な線束$¥cL$を表すと言ってよい。この
モデルからネロン・モデル$¥cG$を構成するために、まず、見かけの線束の積  
$¥cL^{¥dagger}:=(¥prod_{u¥in¥Phi}¥delta_u^*¥cL)^{¥otimes 2}$  
を考える。ただし、$¥Phi$は$¥cG_0$の連結成分の群、$¥delta_u$は$u¥in¥Phi$による平行移動
を表す。 
次に、この線束$¥cL^{¥dagger}$を実現する無限生成代数$¥cR^{¥dagger}$を構成する。この代

数$¥cR^{¥dagger}$は$¥cL_{¥eta}$の正の整数べき$¥cL_{¥eta}^{¥otimes n}$ごとに一つ、した
がって無限個構成され、そのひとつ一つに対してネロン・モデルのコンパクト化が得られる。し



かし、構成されたコンパクト化は、スキームとしてはすべて同型であることが分かる。 
 
(4-3) コンパクト化の閉ファイバー$P_0$の既約成分はすべて同型で、$P_0$は以下のボロノイ
多面体（による分割）によって記述される： 
$$¥Sigma(0)=¥{x¥in X¥otimes_{¥bZ} ¥bR; B(x-y,x-y)¥geq B(x,x)  
(¥forall y¥in Y)¥}.$$  ただし、$Y$は$X$の有限指数の部分群、 
$B$はネロン・モデルのモノドロミー行列。論文[1]では、ボロノイ多面体（による分割）の代わ
りに、デロネ多面体（による分割）が現れていたのと対照的である。 
 
(4-4) 現在準備中の論文は 2部で構成され、前半は三井健太郎氏との共著、後半は Nakamura の
単著である。前半は完全退化の場合に、後半は部分退化の場合に、ネロン・モデル$¥cG$の退化
データを構成しコンパクト化を構成する。後半では、さらに(4-1)に述べた主定理を改良して、
完備離散付値環だけでなく、より一般に、Dedekind 環の上でも成立することを証明する。その
結果、代数体の整数環上に定義された半安定なネロン・モデル$¥cG$は、同じ環上にコンパクト
化を持つ。前半は完成しており、後半は現在執筆中である。 
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