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研究成果の概要（和文）：リーマン・ヒルベルト対応とは、線型微分方程式でその解が有限次元となるようなも
のに対し、その(位相幾何学的に高次のデータを含めた)解を対応させる対応である。「位相幾何学的に高次のデ
ータ」は、具体的には、ホモロジー・サイクルやドラーム・コホモロジー類で実現される。実際、ドラーム・コ
ホモロジー類は微分形式として、ホモロジー・サイクルは積分路としての実体をもち、その積分をとると、超幾
何函数などの重要な函数がえられる。この対応は圏同値(等価な対応)を与えている。この物語をq解析学でもあ
る程度パラレルに展開できることが、本研究でわかった。

研究成果の概要（英文）：The Riemann-Hilbert correspondence assigns a linear differential equation 
whose solution space is finite dimensional to the solution space with derived topological data. 
Concretely, derived topological data described by homology cycles or de Rham cohomology classes. In 
fact, de Rham cohomology classes are represented by differential forms  and homology cycles play 
rolls as integration paths. The integrals of thoseforms along those paths define special functions 
as the hypergeometric functions. That correspondence  gives a categorical equivalence. In our 
research, we discover a parallel story in the world of q-analysis.        

研究分野： 代数解析

キーワード： q差分加群　リーマン・ヒルベルト対応　ドラーム複体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
リーマン・ヒルベルト対応のq類似という言葉は、実は、方々で言われている。しかし、それら相互の関係はは
っきりとはみえにくい。その原因として、言葉や基礎概念が整備されていない為、交通整理ができてなかったこ
とがあげられる。本研究では、それらをクリアにする言語・基礎概念を提供するものとなっている筈である。そ
れだけにとどまらず、q差分方程式論の基礎理論を整備するよい言葉であると期待できる。もう一つの意義は、q
特殊函数に関するドラーム理論を記述するよい言葉を提供する点である。この土台の下に、qドラーム理論にお
ける未解決問題の幾つかを解く道が拓かれた筈である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



ホロノミックD 加群M に対して, リーマン・ヒルベルト対応は

M ! DR(M ) := RH omD(M ,O)

で与えられ, DR(M )はドラーム複体とよばれる. 実際, 微分形式の層による O の局所自由分解で書き
直すとお馴染みのドラーム複体が現れる. 一方で, DR(M )は偏屈層になっており, そのコホモロジーは
(簡単な状況ではある開部分集合上の) 局所系係数コホモロジーとなる. これと, 前述のドラーム複体の
コホモロジーとの同型を記述するもの (或いは局所系係数サイクルのホモロジーとドラーム・コホモロ
ジーのペアリング) として超幾何積分は捉えられる. この視点により, 超幾何函数の一般化への道が拓
かれ, 種々の研究が為されてきた. q超幾何函数についても, この視点—ドラーム・コホモロジーとサイ
クルのホモロジーのペアリングであるという視点— を持ち込むことで種々の性質が明らかにされてき
ていた. 但し, ドラーム・コホモロジーの定義をはじめとして, 基本的概念が固められているという段階
にはなかった. (その為「ドラームの定理」にあたるものは予想のままであった.)
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４．研究成果	 

	 

まず, 高次元の場合を含めひろく一般を扱うために (σλ)差分を導入した:

定義✓ ✏
X を n次元複素多様体, {Xλ}λ∈ΛをX の (連結)開部分多様体の族とする. 次の条件

1. X =
⋃

Xλ,

2. Xλ上に半群 (Z>0)nの作用 σλ : (Z>0)n ×Xλ −→ Xλ が与えられてる, すなわち, σχ′

λ (σχ
λp) =

σχ′+χ
λ p を満たす写像 σλが与えられており, (ただし, σχ

λp := σλ(χ, p)とおく)

3. σχ
λ : Xλ −→ Xλは双正則写像

をみたすとき, X =
⋃

Xλを (σλ)-多様体とよぶ. λ0, . . . ,λp ∈ Λに対して, U ⊂ X が σλ0···λp-安定
とは, U ⊂ Xλ0 ∩ · · · ∩Xλp であり, 任意の j = 0, . . . , p, χ ∈ (Z>0)n, p ∈ U に対して σχ

λj
p ∈ U が

成立することと定める. U の最大 σλ0···λp-安定開部分集合を Uλ0···λp と表す. U を σλ-安定開集合と
するとき, σχ

λ -方向差分商作用素 P とは, EndC(O(U))の元であって

P (fg) = Pf · g + σχ
λf · Pg

が, f, g ∈ O(U)で成立するもののことである. U 上の σχ
λi
-方向差分商作用素 P (i = 0, . . . , p)と

O(U) で生成される EndC(O(U))の部分環をDσλ0···λp
(U)と表す.✒ ✑

定義✓ ✏
X =

⋃
Xλ を (σλ)-多様体とする. λ0, . . . ,λp ∈ Λに対して, U ⊂ X が σλ0···λp-安定とは, U ⊂

Xλ0 ∩ · · · ∩Xλp であり, 任意の j = 0, . . . , p, χ ∈ (Z>0)n, p ∈ U に対して

σχ
λj
p ∈ U

が成立すること. U の最大 σλ0···λp-安定開部分集合を Uλ0···λp と表す;

Uλ0···λp =
⋃

V ⊂ U
σλ0···λp-安定開集合

V

(ここでの開集合とは, 複素多様体の元来の位相についての開集合.)✒ ✑
定義✓ ✏
U を σλ-安定開集合とする. σχ

λ -方向差分商作用素 P とは, EndC(O(U))の元であって

P (fg) = Pf · g + σχ
λf · Pg

が, f, g ∈ O(U)で成立するもののことである.✒ ✑
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ホロノミックD 加群M に対して, リーマン・ヒルベルト対応は

M ! DR(M ) := RH omD(M ,O)

で与えられ, DR(M )はドラーム複体とよばれる. 実際, 微分形式の層による O の局所自由分解で書き
直すとお馴染みのドラーム複体が現れる. 一方で, DR(M )は偏屈層になっており, そのコホモロジーは
(簡単な状況ではある開部分集合上の) 局所系係数コホモロジーとなる. これと, 前述のドラーム複体の
コホモロジーとの同型を記述するもの (或いは局所系係数サイクルのホモロジーとドラーム・コホモロ
ジーのペアリング) として超幾何積分は捉えられる. この視点により, 超幾何函数の一般化への道が拓
かれ, 種々の研究が為されてきた. q超幾何函数についても, この視点—ドラーム・コホモロジーとサイ
クルのホモロジーのペアリングであるという視点— を持ち込むことで種々の性質が明らかにされてき
ていた. 但し, ドラーム・コホモロジーの定義をはじめとして, 基本的概念が固められているという段階
にはなかった. (その為「ドラームの定理」にあたるものは予想のままであった.)

第一に, q差分ドラーム理論の基礎付けを行うことが目的であった. 通例では, ドラーム理論では微分
形式の外積 (共変テンソル)を用いるのが普通であるが, q差分形式の外積を「共変テンソル」として定
義することは難しい. (q差分形式の座標変換は O 係数では収まらない.) そこで, q差分作用素の環Dq

を導入し, Dq加群M のドラーム複体DR(M ) からドラーム・コホモロジーを定義し, ドラーム理論を
構築する. というわけで, 第二の目的は, Dq 加群の理論 (の基礎部分) を構築することである. 第三の目
的は, Dq加群の理論によって整備された地盤の上に, リーマン・ヒルベルト対応を実現することである.

さらに, ここで得られるドーラム理論の π1版を考察することが目標となる. (π1の q変形も夢ではない.)
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的は, Dq加群の理論によって整備された地盤の上に, リーマン・ヒルベルト対応を実現することである.

さらに, ここで得られるドーラム理論の π1版を考察することが目標となる. (π1の q変形も夢ではない.)

上でも述べたように, まず q差分作用素の環の層を導入する. その為に, 層が定義されるべきサイトX

を導入する. (実際には, q差分作用素の張り合わせの問題から, 単なるサイトX ではなく, その「被覆」
である単体的サイト q(X)•を用いる. その上に, q差分作用素の環の層D•

q が定義される.) これにより,

冒頭で述べた式を通じてD•
q 加群のドラーム複体が定義される. 実際には, D•

q 加群としてのO の, 局所
自由分解を得るために, 接束のD への係数拡大D∂の q類似 (Dqλ∂qλ)

•をとる. (これの張り合わせとし
て標準的なものはなく, 1つ選ぶ必要がある.) さらに, ドラーム複体はX に「降下」し, X 上のドラー
ム・コホモロジーが定義される. 次に, qサイクルのホモロジーを導入する. 1次の胞体としては, 区間
[qtλ, tλ] (或いは q接ベクトル ∂qλ : f !→ f(tλ)−f(qtλ)

(1−q)tλ
) だけでは不十分で, アーベル多様体 (C∗)n/qZ

n 上
の有理型 1形式で高々1位の極を有するものも 1次の胞体に含める. これらで生成される空間の p階外
積として p次胞体を定義する.
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定義✓ ✏
U ! Dσλ0···λp

(U) は圏 Opσλ0···λp
(X) (対象:σλ0···λp-安定開集合, 射:包含写像)から環の圏への反

変函手であり, サイト (σλ)Xλ0···λp( 圏 Opσλ0···λp
(X)を下部圏, 被覆 {Ui}としては (σλ)-被覆, 即ち

Uλ0···λp =
⋃

U
λ0···λp

i が, 全ての p ≥ 0, (λ0, . . . ,λp) ∈ Λp+1 で成立する様なもの) 上の層を定める.

(σλ)Xp :=
∐

λ0···λp

(σλ)Xλ0···λp 上の層Dp
(σλ)
を

Dp
(σλ)

(
∐

Vλ0···λp) :=
∏

Dσλ0···λp
(Vλ0···λp)

で, 単体的サイト (σλ)X• := ((σλ)Xp)p≥0 上の差分作用素の層 D•
(σλ)
を D•

(σλ)
:= (Dp

(σλ)
)p≥0 で定義

する.✒ ✑
これにより, D•

(σλ)
加群MMM に対し, そのドラーム複体DRMMM := RH omD•

(σλ)
(OOO,MMM ) が定義される. 更

にこれは, 以下のサイトに「降下」する.

定義✓ ✏
X を (σλ)-多様体とする.

1. U ⊂ X が, σλ-安定開集合 Vλ の union U =
⋃

Vλ でかけるとき, U は (σλ)-開集合であると
いう.

2. Op(σλ)(X) :=圏 [対象: (σλ)-開集合, 射: 包含写像]

3. (σλ)X :=サイト [下部圏: Op(σλ)(X), 被覆族: (σλ)-被覆]✒ ✑
自然な射 a :(σλ)X• −→(σλ)X はコホモロジー降下の射になっていることがわかる. 以上の様にして, q

差分に限らずありとあらゆる差分について, その差分加群上のドラーム複体を (σλ)X上に実現できた. 当
初の目標であった, q差分ドラーム複体が得られることは勿論, それのみならず, Gaußの超幾何函数の
Mellin-Barnes積分表示は, ある差分加群のドラーム・コホモロジーとチェックコホモロジーとの間の同
型を記述するものとして捉えられることも得られた.

さて, 全ての χ ∈ Zn
>0と全ての σχ

λ -方向差分商作用素で消えている函数の全体のなす環の層を C(σλ)

と表すことにすると, DRは, D(σλ)加群から C(σλ)加群への対応を与えている. これは, リーマン・ヒル
ベルト対応への道を拓いたことになる. 実際, X = P1の場合は, 代数的ホロノミックD•

(σλ)
からなる部

分圏から偏屈 C(σλ)加群のなす部分圏への対応を定めている.
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dt
−A

)
f⃗ = 0⃗



５．主な発表論文等

〔雑誌論文〕　計1件（うち査読付論文　0件／うち国際共著　0件／うちオープンアクセス　1件）

2018年

〔学会発表〕　計9件（うち招待講演　4件／うち国際学会　0件）

2022年

2018年

2018年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

古典解析セミナー（招待講演）

UNISTセミナー（招待講演）

UNISTセミナー（招待講演）

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Ko-Ki Ito

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

Ko-Ki Ito

Solution sheaf of q-difference module and its cohomology (Sheaf theoretic q-difference de Rham complex)

 オープンアクセス  国際共著
オープンアクセスとしている（また、その予定である） －

差分加群とホモロジー

Twisted de Rham theory and hypergeometric integral

伊藤公毅

qサイクルのホモロジー

雲雀野（豊橋技術科学大学紀要） 45-56

 掲載論文のDOI（デジタルオブジェクト識別子）  査読の有無
なし

 ３．雑誌名  ６．最初と最後の頁

無

 ４．巻
伊藤公毅 40

 １．著者名

 ２．論文標題  ５．発行年



2018年

2018年

2018年

2017年

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ２．発表標題

UNISTセミナー（招待講演）

Workshop on Accessory Parameters

日本数学会年会

日本数学会秋季総合分科会

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

 ３．学会等名

Ko-Ki Ito

伊藤公毅

伊藤公毅

伊藤公毅

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

 １．発表者名

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

 ４．発表年

Homology of q-cycles

qサイクルのホモロジー

qサイクルのホモロジー

q差分加群の解層とそのコホモロジー



2017年

2023年

〔図書〕　計0件

〔産業財産権〕

〔その他〕

－

６．研究組織

７．科研費を使用して開催した国際研究集会

〔国際研究集会〕　計0件

８．本研究に関連して実施した国際共同研究の実施状況

所属研究機関・部局・職
（機関番号）

氏名
（ローマ字氏名）
（研究者番号）

備考

共同研究相手国 相手方研究機関

函数方程式論サマーセミナー

 ２．発表標題

 ２．発表標題

 ３．学会等名

函数方程式論サマーセミナー

伊藤公毅

 ３．学会等名

伊藤公毅

 ４．発表年

 １．発表者名

 １．発表者名

(σ_λ)差分加群の理論の展望

 ４．発表年

D加群のq類似に関連して


