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研究成果の概要（和文）： 射影直線上の楕円曲面Sには「一変数有理函数体上の楕円曲線EのKodaira Neron モ
デル」と「有理曲面の2次被覆」の二つの視点から捉えることができる．本課題では，前者の視点から，Eの有理
点および因子に関する楕円曲線上の数論的性質をS上の曲線の性質に翻訳し，多重切断を構成した．続いて，後
者の視点の 2次被覆を利用し，被覆写像を用いて楕円曲面上の曲面から有理曲面上の曲線を構成し，そのトポロ
ジカルな性質を調べた．具体的な応用として様々なタイプのZariski pairを構成した．さらに，因子を明示的に
扱う際に用いた因子のMumford表現の様々な応用や更なる可能性を見出した．

研究成果の概要（英文）：An elliptic surface S over the projective line has two aspects: the Kodaira 
Neron model of an elliptic curve E over the field of rational functions of one variable and a double
 cover of a certain rational surface. We start  the first aspect: we translate some arithmetic  
properties of rational points and divisors on E into geometric ones on S. The we go onto the second:
 we use the double cover to construct curves on rational surfaces and to study the topology of such 
curves. As applications, we construct various Zariski pairs. Moreover,  we find  the Mumford 
representations of divisors on E, which are useful in explicit treatment of curves, has more 
possibility to further applications. 

研究分野： 代数幾何学
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研究成果の学術的意義や社会的意義
楕円曲面は代数幾何学，特に代数曲面の研究，においては重要な位置を占めている対象である．小平邦彦による
楕円曲面の研究以来，その研究手法も含めて多くの研究者が扱ってきた．楕円曲面には，「幾何学研究」として
の対象という側面と，函数体上の楕円曲線という「数論的研究」としての対象という側面がある．本研究におい
てはまず，数論的側面から研究を行い，それを平面代数曲線のトポロジーという幾何学への応用を目指した．こ
れまでは，多くの研究者が「幾何学的性質の研究成果を数論的研究へ応用」という流れで研究を行ってきたが，
本課題では，応用数学分野の手法を取り入れ「逆」の流れで研究を進め成果を上げている点に意義がある．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

2017 年当初は，それ以前の代表者の研究により，アーベル・ヤコビ写像を用いて楕円曲面の
曲線を構成する手法について研究が始まりつつあり，さらに分解数，連結数と呼ばれる新たな不
変量が登場した時期でもあった．これらの不変量は，共に Galois 分岐被覆を用いて定義されて
いる．こうした状況のもと，本課題では，平面代数曲線のトポロジー，特に埋め込み位相の研究
に関して，2 次被覆をハブとして，整数論的な視点，分解数や連結数という新たな不変量を有機
的に関連させて研究を展開することが目的とした（このテーマを代表者は「2 次被覆の数論的研
究とその応用」と称している）．その際，楕円曲面に関する理論・様々な成果を従来の「幾何学
から整数論へ」の流れの逆「整数論から幾何学へ」を取る点も通奏低音となる視点である． 
 
２．研究の目的 
 平面曲線のトポロジー，本課題においては埋め込み位相の研究は，1929 年の Zariski の論文
以降，様々な研究者が手掛けてきた．本課題においては主たる研究対象は「Zariski pair = 組み
合わせ論的なデータは等しいが，埋め込み位相が異なる平面曲線の組」である．'90 年代，Zariski 
pair の研究は既約な平面曲線を中心に始まった．その後，研究が進むにつれ，可約な平面曲線も
広く対象となった．とりわけ，直線配置(line arrangement)，2 次曲線配置(conic arrangement)
およびそれらの混合型 conic-line arrangement の Zariski pair が盛んに研究され始めた．本課
題では，これらの次数の低い既約成分からなる可約な曲線の場合の研究が主たる目的である．
Zariski pair の研究は， 
(I) 候補となる曲線の構成 
(II) 様々な不変量を用いたトポロジーの区別 

の二つの段階がある．平面曲線は３変数の同次多項式を与えると構成できる．しかしながら，
Zariski pair の研究ではステップ(I)で背後にある何らかの原理がわかるような構成法−例えばこ
れまでに知られた Zariski pair の幾何学的な違いを統一的に説明できるような構成法−が，ステ
ップ(II)で適用する不変量の計算を行う際には重要である． そこで背後にある構造をうまく説
明できる新たな構成法の確立が重要な目標となる．本課題では楕円曲線上の群構造を様々な形
で用いるアプローチをとった： 
 (1) 有理楕円曲面を射影平面の 2 次被覆として捉え，有理楕円曲面 S の生成ファイバーとして
現れる楕円曲線 ESの有理点や因子の数論的な性質を利用して曲線を構成する．さらに曲線の構
成の前段階として，ES の有理点，因子の具体的処理方法も必要であり，超楕円曲線暗号の研究
で用いられる手法を取り入れる． 
 (2) 既約成分として非特異 3 次平面曲線が含まれる場合，その群構造の積極的に取り入れる．
さらにこのアイデアを一般の非特異平面曲線に拡張する． 
 
３．研究の方法 
本課題において，代数多様体は特に断りが無い限り，複素数体 C上で定義されたものを扱う． 
(1) 楕円曲面の生成ファイバーの数論的性質を用いた曲線の構成と応用． 
 前項(1)にある目的に出てくる楕円曲面についてまず説明する．非特異射影的代数曲面 S が非

特異射影曲線 C 上の楕円曲面であるとは，C への相対極小な全射: φ： S → C で以下の条件
を満たすものが存在するときをいう：（イ）φの一般のファイバーは種数 1 の非特異曲線であり，
かつ，少なくともひとつのファイバーは種数 1 の非特異曲線ではない，（ロ）φは切断 O をも
つ．この設定元では，楕円曲面φ：S → C の生成ファイバーは C の有理函数体 K 上の楕円曲
線 ESとなっている．仮定により，ESの K-有理点全体の集合 ES(K)は，O から定まる有理点を含
むので空ではなく，可換群(Mordell-Weil 群)の構造が入る．さらに ES(K)はφ: S → C の切断全
体の集合と同一視できる．曲面 S の幾何学的側面と数論的対象の ES(K)を直接関係づける最初
の出発点は塩田徹治氏による以下の定理である： 
 
定理（塩田）NS(S)は S の Neron-Severi 群（S 上の既約曲線を基底として生成された自由加群
の代数的同値による同値類群）とし，T は O, φのファイバーF 及びφのファイバーに含まれる
既約曲線で O と交わらないもので生成される部分群とする．このとき，NS(S)/T から ES(K)へ
の自然な同型が存在する． 
 
上記定理の証明は，ES上において S の因子 D が定義する K 上の因子に対し，アーベル・ヤコビ
写像αによる像α(D)を対応させることで証明される．塩田の定理は NS(S), T という幾何学的に
定義される群と ES(K)という整数論的な群を結びつけるものとみなすことができるが，この定理
の同型与えるアーベル・ヤコビ写像を様々な場合に詳細に分析することが目的を達成には不可
欠となる．本課題で具体的に考察する際は S が有理楕円曲面，すなわち， Sが有理曲面である
とき（有理楕円曲面）が主たる対象となっている．この場合，C は必然的に射影直線 P1となる．
本課題においては，塩田，小木曽-塩田による結果を用いつつ，さらなる幾何学的考察を加えて



平面曲線の構成法およびその性質の研究を進めた． 
 (2) 非特異平面 3 次曲線の群構造を用いた構成 
 非特異平面 3 次曲線 C は，変曲点を一つ固定してすれば，よく知られた方法でアーベル群の構
造が入る（通常の楕円曲線）．この群構造は他の曲線 D との（重複度込みの）交点集合にも反映
されることを利用し，平面の曲線の構成を行った． 
  
４．研究成果 
 前項で述べた手法に沿って得られた研究成果に述べる 
(1) 楕円曲面生成ファイバーの数論的性質を用いた曲線の構成とその応用について 
このテーマについては，５本の論文を出版した． 
[1] Geometry of bisections of elliptic surfaces and Zariski N-plets II, Topology and its 
Applications., 231(2017), 10 - 25  
本論文では既約 4次曲線と二つの 2 次曲線からなる 8次曲線に関する Zariski 5-tuple（pair 毎
に Zariski pair を与える 5つ組）の例を与えた．本論文おいて具体例の構成で用いた手法は長楕
円曲線暗号の研究で用いられている Mumford 表現の特別な場合である．このオブザベーション
は以後の Mumford 表現を用いた楕円曲面の多重切断の研究及びその応用に関する研究の出発
点となった． 
 
[2] Elliptic surfaces and contact conics for a 3-nodal quartic, Hokkaido Math. J., 47 (2018), 
223-244 
本論文では，3つの nodeを持つ 4次曲線Qとその contact conicについて研究を行った． contact 
conic と Q の接点 z を固定すると，有理楕円曲面 SQz が自然に定まり，contact conic は SQz の
生成ファイバーの有理点を与える．本論文では contact conic と有理点の性質を調べ，いつ
Zariski pair の候補となるかという条件を調べた． 
 
[3] A note on the topology of arrangements for a smooth plane quartic and its bitangent lines, 
Hiroshima Math. J. (2019) 289-302. 
非得意 4 次曲線とそのいくつかの 2 重接線に関する Zariski pair, triple を構成した．楕円曲面
の Mordell-Weil 格子の minimal ベクトルの性質，連結数と部分配置の数え上げ，分解数と部
分配置の数え上げを用いた． 
 
[4] Ratinal points of elliptic surfaces and the topology of cubic-line, cubic-conic-line 
arrangements, Hokkaido Math. J. (2020), 87-108. 
本論文においても，楕円曲線の有理点に関連して得られる直線及び 2 次曲線を用いて Zariski 
pair を構成した．Zariski pair の判定では，直線や 2次曲線から定まる Mordell-Weil 群の元が
満たす性質が鍵となっている.  
 
[5] Elliptic surfaces of rank one and the topology of cubic-line arrangements, J. Number 
Theory (2021), 174-189. 
[4]であげた論文の続編とも言えるものである．ただし，楕円曲面上の多重切断やそのアーベル・
ヤコビ写像の像に関する手法を導入している点が大きい．多重切断の研究は，本課題に続く現在
の研究課題へと引き継がれている． 
 
(2)楕円曲線の群構造を用いた Zariski N-ple に関する研究． 
 
[1] On the topology of arrangements of a cubic and its inflectional tangents, Proc. Japan Acad. 
Ser. A Math. Sci. 93 (2017), 50-53. 
 
[2] Zariski N-ples for a smooth cubic and its bitangent lines, Proc. Japan Acad. Ser. A Math. 
Sci. 96 (2020), 18-21. 
 
上記の 2 本の論文では，共に 3 次曲線の複数の接線の接点と 3 次曲線上の群構造を利用して
Zariski N-ple の構成を行なった．なお，本論文の手法を一般化し，下記の成果を得ている．現
時点では掲載は決定しているが，印刷中である． 
 
・(with E. Artal Bartolo, S. Bannai and T. Shirane) Torsion divisors of plane curves with 
maximal flexes and Zariski pairs, Mathematische Nachriten 印刷中． 
 
・(with E. Artal Bartolo, S. Bannai and T. Shirane) Torsion divisors of plane curves and 
Zariski pairs, St. Petersberg Math. J. 印刷中． 
 
なお，本課題に関連して，11 件の研究発表を行なった． 
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