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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は，2次元正規特異点の基本的な解析的不変量や特異点の構造について
調べることであった．Brieskorn 完全交叉特異点について，極大イデアルの正規節減数の公式を与え，楕円型特
異点の分類した．Brieskorn 完全交叉特異点に同相で特徴のある特異点の例を与えた． 錐型特異点について，
正規節減数の簡明な上限を与えた．また，楕円型イデアルおよび強楕円型イデアルを導入し，基本的性質を示し
た．

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to study fundamental analytic invariants and the
 structure of normal surface singularities. For Brieskorn complete intersection singularities, we 
obtained a formula of the normal reduction number of maximal ideals and classified the elliptic 
singularities. We gave examples of certain distinguished structures of singularities which are  
homeomorphic to a Brieskorn complete intersection singularity. For cone singularities, we obtained a
 simple formula of the normal reduction number. We also introduced elliptic ideals and strongly 
elliptic ideals and obtained their basic properties.

研究分野： 複素特異点論

キーワード： 2次元特異点　幾何種数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
代数多様体や複素解析空間には特異点が存在する．特異点の性質を捉えることで，それらの深い理解につながる
ことがある．本研究は2次元特異点を対象に，基本的な解析的不変量や特異点の構造について，より詳しい結果
を得るとともに，新たな研究課題を見出している．これらの成果はこれからの研究の進展に寄与するものと思わ
れる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

 
2 次元正規特異点の位相型は特異点解消グラフと同等である．解析的不変量または環論的不変

量を具体的に記述することや位相不変量による評価を与えることが基本的な問題である． 
  Neumann-Wahl が導入したスプライス商特異点について，特異点解消グラフから幾何種数と重
複度を計算する方法が与えられていた．また，特異点解消グラフが有理曲線の木に対応するよう
な擬斉次特異点について，埋め込み次元を計算する方法が知られていた．Brieskorn 完全交叉特
異点の極大イデアルサイクルを定義式から決定する方法も得られていた．これらの解析的不変
量の記述は Artin の有理特異点の研究，Laufer の最小楕円型特異点の研究以来，2次元特異点
論において重要なテーマとなっている． 
  極大イデアルサイクルについては，都丸正氏と泊昌孝氏による Brieskorn 完全交叉特異点の
理論の一般化や 2重点に関する精密な研究成果が得られていた．また，特異点解消グラフが有理
曲線の木に対応するような特異点の位相型を固定したときに，幾何種数の最大値を求める研究
が Nemethi 氏によって進められ，非退化超曲面特異点や超孤立特異点を含むいくつかのクラス
でグラフの不変量としての記述が得られた．しかし，Nemethi-Okuma により，単純な位相型であ
りながら，同様の記述が成立しない特異点の例が得られ，より精密な方法が必要になった． 
特異点の解析的不変量の研究においては，特異点解消空間上のイデアル層のコホモロジーを

捉えることがしばしば重要な問題となる．それらのコホモロジーの研究が Okuma-Watanabe-
Yoshida による正規節減数の研究に関連しながら進展しつつあった．また，幾何種数イデアルが
導入され，様々な良い性質が明らかになっていた． 
 
２．研究の目的 
 
  本研究では，2 次元正規特異点の幾何種数や重複度，極大イデアルサイクルなどの基本的な解
析的不変量またはその評価を位相不変量で記述し，それらの解析的不変量が最大値または最小
値をとるような複素構造の特徴や環論的性質をとらえることを目標とする．さらに，特異点解消
空間上のイデアル層のコホモロジーの次元をとらえる方法を発展させる．特異点解消空間上の
幾何学と環論的な方法を合わせた手法を導入する． 
 
３．研究の方法 
 
2 次元特異点の不変量について，複素解析的，代数幾何学的，可換環論的な観点から研究する．

そのために，研究集会等でそれらの観点をもつ研究者と交流し，新たな視点を得ることが重要で
ある．国内外で開催された様々な研究集会等に参加するために旅費を使用した．また，関連する
分野の知識を得るために文献を購入した． 
  特異点の局所環の理論，特にイデアルの正規節減数の理論などについて，渡辺敬一氏，吉田健
一氏，Maria Evelina Rossi 氏と協力し，幾何と可換環論の観点から研究を行った． 
  Brieskorn 完全交叉特異点に関する研究では，Konno-Nagashima, Meng-Okuma による特異点
解消空間や極大イデアルサイクルや基本種数の記述に関する結果を応用した．また，Tomari-
Watanabe によるフィルター付き局所環および Pinkham-Demazure 構成の理論を用い，解析的不
変量の解析と特異点の構成を行った． 
  正規節減数の研究においては，特異点解消空間上のイデアル層のコホモロジーの次元とらえ
ることが重要である．Okuma-Watanabe-Yoshida による，特異点解消上の Koszul 複体を用いる
手法や Laufer の計算列の手法を合わせて解析を行った． 
 
４．研究成果 
 
(1) Brieskorn 完全交叉特異点について，極大イデアルの正規節減数の簡明な公式を与えた．そ
の結果を応用し，楕円型 Brieskorn 完全交叉特異点の分類を与えた．楕円型は 3変数の 5つの
系列および 4変数の一つの系列しかないことが明らかになった．さらに，Brieskorn 完全交叉特
異点の極大イデアルの正規節減数が 2ならば，2個の例外型を除いて楕円型特異点になることを
示した． 
 
(2) Brieskorn 完全交叉特異点の最小良特異点解消の中心曲線の種数が 1以下である場合に，
極大イデアルサイクルが基本サイクルに常に等しいことを示し，その幾何種数が同じ位相型を
持つ特異点の幾何種数の最大値を実現することを示した． 
 
(3) 星形の特異点解消グラフで記述される位相型を固定したときに最大の幾何種数を持つ構造
として，超楕円型特異点の概念を導入した． 



 
(4) Brieskorn 完全交叉特異点と同じ位相型を持つ特異点の解析的不変量と複素構造を調べた．
任意の位相型に対して，その位相型を持つ，極大イデアルサイクルと基本サイクルが一致するよ
うな擬斉次特異点が存在することを示した．最小良特異点解消の中心曲線の種数が 2であり，極
大イデアルサイクルと基本サイクルが一致しない Brieskorn 完全交叉特異点の位相型を一つ固
定し，極大イデアルサイクルと基本サイクルが一致する複素構造，および幾何種数が最大になる
複素構造をとらえた．特に，その位相型はウェイトタイプが異なる 2種類の擬斉次完全交叉特異
点の構造を許容することを示し，具体的な定義式を与えた．その例は，Brieskorn 完全交叉特異
点が同じ位相型を持つ特異点の幾何種数の最大値を実現するとは限らないことも示している．
さらに，極大イデアルサイクルが最小となるような擬斉次特異点を分類し具体的に構造を記述
した． 
 
(5) 最小特異点解消の例外集合が非特異曲線になる特異点について，正規節減数の簡明な上限
を与え，正規節減数と例外曲線のゴナリティとの関連を示した．その結果を応用し，斉次超曲面
特異点に対して正規節減数の簡潔な公式を示した．また，2種類の正規節減数の違いを明確に示
す例を環論的方法と幾何学的方法の二通りで与えた．ある種の特徴的なイデアル層のコホモロ
ジーの計算手法を与えるとともに，次元公式を示した． 
 
(6) 幾何種数イデアルは，有理特異点のイデアルが持つ特徴を備えたイデアルである．その楕円
版ともいえる楕円型イデアルおよび強楕円型イデアルを導入した． ヒルベルト多項式の係数や
幾何種数などを用いた特徴づけを与えるとともに，基本的性質を示した．さらに，強楕円型イデ
アルの存在条件を幾何学的に与え，それを満たす例と満たさない例を与えた．また，幾何種数が
１の場合に，交点数を用いた正規イデアルの判定法を与えた．その方法はある種の条件を満たす
イデアルに対しては，幾何種数が 2以上の楕円型特異点でも有効であることが分かっている．楕
円型イデアルは良い性質を持っているが未知の部分も多く，興味深い対象である． 
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