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研究成果の概要（和文）：　特異点を許容する曲面論と特異点論の研究として、枠付き曲面と１径数族の枠付き
曲線として捉え、関係性の記述や微分幾何学的研究を行いました。
　応用として、１径数族の枠付き曲線に関する包絡線、１径数・２径数族の枠付き曲面に関する包絡面、ルジャ
ンドル曲面族に関する包絡面の研究を行い、完全積分可能な１階常微分方程式、１階偏微分方程式、１階偏微分
方程式系の特異解が完全解に対する包絡線、包絡面となる条件を求めました。
　また、ラグランジュ・ルジャンドル特異点論として、パラメータ付きのグラフ型ルジャンドル開折とラグラン
ジュ部分多様体芽の同値関係の関係を記述し、ラグランジュ部分多様体芽の分岐の分類を行いました。

研究成果の概要（英文）： As study on surfaces with singular points and singlarity theory, we have 
studied framed surfaces and one-parameter families of framed curves. We gave relations between 
framed surfaces and one-parameter families of framed curves. Moreover, we investigated envelopes of 
one-parameter families of framed curves, one and two-parameter families of framed surfaces and 
families of Legendre surfaces. 
 As applications, we gave conditions that singular solutions of completely integrable first order 
ordinary and partial differential equations are envelopes. 
 Moreover, we gave a generic classification of bifurcations of Lagrangian submanifold germs by using
 a relation between equivelence relations of families of Lagrangian submanifold germs and graphlike 
Legendrian unfoldings.

研究分野：特異点論

キーワード： 特異点論　微分幾何学　微分方程式　包絡面　枠付き曲線　枠付き曲面　ルジャンドル特異点論　ラグ
ランジュ特異点論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　特異点を許容する曲線、曲面論の研究は、現在進行形で発展しつつあります。それは、既存の正則では現れな
い現象や理論の拡張を考察する必要性と様々な不変量や特異点の型の判定等の道具が揃ってきたことによりま
す。本研究課題では特異点を許容する曲線、曲面として枠付き曲線、枠付き曲面と捉えることによりユークリッ
ド変換の意味で完全不変量を得ることができましたので、微分幾何学的研究を行いました。また、特異点の型や
微分方程式の特異解が包絡面となる条件を求めました。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 特異点論、特に写像の特異点論は H. Whitney に始まり、J. Milnor、R. Thom、J. Mather 等
の研究により多様体の性質や写像の性質を研究するために考察されたものであり、多様体や写
像のはめ込み、埋め込み、モース理論、カタストロフ理論、開折理論等は、幾何・トポロジー
はもちろんのこと代数や解析における分野とも関わりがあります。特異点論はその汎用性によ
り様々な分野と関わりがあり、特異点論とその応用は期待される分野です。 
 
（１）特異点を許容する曲面論の構築：正則な曲線論・曲面論は古典的に知られており古くか
ら様々な方々が様々な状況で研究されて来ました。近年、特異点を許容する曲線・曲面の微分
幾何学的な研究が盛んにされています。特に、様々な空間系に対するフロント(波面)やフロン
タルに対して、微分幾何学的性質の研究があります。また、それらの生成的な特異点の判定条
件とその応用に関する研究があります。しかし、これらの研究の多くが生成的な特異点あるい
は生成的な分岐に現れる特異点を許容した曲面に対しての研究です。生成的な特異点の研究は、
初期の研究対象としては非常に重要であり大切なことですが、特異点を直接的に応用するため
には、生成的な特異点だけではなく、退化した場合も含む特異点を一般的に扱う必要がありま
す。また、特異点が自然に現れる対象を研究するためには、直接的に特異点を扱う必要があり
ます。申請者(高橋)は、特異点を許容する平面・空間曲線としてルジャンドル曲線・枠付き曲
線を導入し、動標構と新たな曲率を用いることで、曲率に対する特異点を許容する曲線の存在
と一意性を証明しました。これは正則曲線に対する結果の拡張であり、より一般的な特異点を
許容する曲線に対して研究を行うことが可能になりました。実際、枠付き曲線に対して、焦面
と縮閉線の定式化を行い、特異点の条件など幾何学的性質を求めました。さらに、この手法を
用いることにより、特異点を許容する曲面として枠付き曲面に対して、基本不変量を導入し、
基本不変量と枠付き曲面の存在と一意性を証明しました。一方、交差帽子(クロスキャップ特異
点)はフロンタルにはならず、また枠付き曲面にもなりませんが、ある種のブローアップを行う
と枠付き曲面になることが分かりました。また、新たな観点として、交差帽子を含む特異点を
許容する曲面として、１径数族の枠付き曲線の研究を行います。 
 
（２）特異点論の研究：ラグランジュ・ルジャンドル特異点論は、理論物理との関係もあり現
在も研究が盛んにされています。ラグランジュ部分多様体芽に対して、焦面（コースティック）
の生成的な分岐の分類は知られていますが、ラグランジュ部分多様体芽の生成的な分岐の分類
は分かっていません。そこで、ラグランジュ部分多様体芽の生成的な分岐な分類の研究や一般
の１次元高いルジャンドル部分多様体芽とラグランジュ部分多様体芽との関係、またはその拡
張に対する研究を行います。また、２次元間の可微分写像の研究を行います。２次元ユークリ
ッド平面間に対しては特異点の生成的な分類や判定法が知られていますが、余次元が高い場合
に対してはテイラー展開に対する方法での判定条件となりますので、判定条件に対して不変量
を用いて記述する研究を行います。さらに、２次元ユークリッド平面から２次元球面への可微
分写像に対して、不変量を考察することで、正則曲面や枠付き曲面のガウス写像の詳しい解析
の研究を行います。 
 
２．研究の目的 
新たな特異点論的手法・考察を用いて、特異点を許容する曲面の研究とそのための特異点論
の研究を行うことが目的です。特に、生成的な特異点だけではなく、退化した特異点に対して
も、より直接的に扱うことが出来る特異点を許容する曲面論の構築を行います。具体的には、
特異点を許容する曲面として、枠付き曲面と１径数族の枠付き曲線による定式化を行い、付随
する基本量や曲率を導入し、特異点を許容する曲面の性質を明らかにすることが目的です。ま
た、特異点が自然に現れる縮閉面、伸開面、包絡面に対して、枠付き曲面の応用として研究を
行います。さらに、特異点論の研究としてラグランジュ・ルジャンドル特異点論の深化と２次
元間の可微分写像の特異点論の研究を行い特異点を許容する曲面への応用を行うことが目的で
す。 

 
（１）特異点を許容する曲面論の構築： 
① 特異点を許容する曲面として枠付き曲面の研究：３次元ユークリッド空間内の特異点を許
容する曲面として、枠付き曲面の理論の構築を行います。特に、新たに導入した基本不変量や
曲率の幾何学的意味や新しい性質、曲率が一定の場合や良い性質を持つ曲面の性質の研究を行
うことが目的です。正則曲面やフロントとの関連性も調べ、どのような拡張になっているのか、
どのような特異点が許容されているのか明らかにします。また、交差帽子は枠付き曲面にはな
りませんが、ブローアップを行うことにより枠付き曲面になることが分かりますので、ブロー
アップの手法と枠付き曲面の研究を行います。さらに、曲面に対して特異点が自然に現れる縮
閉面、伸開面、包絡面の定式化を行い、微分幾何学的性質を明らかにすることが目的です。 
② 特異点を許容する曲面として１径数族の枠付き曲線の研究：１径数族の枠付き曲線の理論
の構築を行います。特に、１径数族の枠付き曲線に対して、曲率を導入し存在と一意性を示す
ことが目的です。また、空間曲線に対して線織面や接線曲面の研究がありますので、枠付き曲
線に対して、拡張された線織面や接線曲面が枠付き曲面になるための条件やどのような特異点



を許容するかなど、微分幾何学的な性質を明らかにすることが目的です。さらに、交差帽子は
１径数族の枠付き曲線となりますので、不変量を用いることで今まで知られている交差帽子の
性質との関係や新たな性質を明らかにすることが目的です。 
 
（２）特異点論の研究： 
① ラグランジュ・ルジャンドル特異点論の深化：１次元高いルジャンドル部分多様体芽とラ
グランジュ部分多様体芽との関係を記述することが目的です。特に、ラグランジュ部分多様体
芽の分岐の生成的な分類を行うことが目的です。また、１次元高いルジャンドル部分多様体芽
に対して、焦面、マクスェル集合、包絡面を保存する同値関係はラグランジュ部分多様体芽に
対してどのような同値関係に対応するのか明らかにすることが目的です。さらに、その応用と
して、枠付き曲線族や枠付き曲面族に対するルジャンドル部分多様体芽とラグランジュ部分多
様体芽の関係を調べ、特異点を許容する曲線・曲面論に応用することが目的です。 
②２次元間の可微分写像の特異点論の研究：ユークリッド平面間の可微分写像の理論の構築を
行います。特に、新たな不変量を導入し不変量における写像の存在と一意性を証明することが
目的です。また、余次元が高い特異点の判定法に対して、不変量を用いて条件を記述すること
が目的です。さらに、ユークリッド平面から２次元球面に対しても不変量を導入し、写像の特
異点を詳細に研究することが目的です。その応用として、正則曲面のガウス写像が退化した余
次元が高い特異点を持つ場合に対して微分幾何学的性質を明らかにすることが目的です。また、
枠付き曲面のガウス写像に対しても微分幾何学的性質を明らかにすることが目的です。 
 
３．研究の方法 
（１）特異点を許容する曲面論の構築： 
① 特異点を許容する曲面として枠付き曲面の研究：特異点を許容する曲面として、枠付き曲
面に対して導入した基本不変量と曲率を用いることで理論の構築を行います。特に、これらの
基本不変量と曲率の合同や微分同相における新たな不変量を曲面論を参考に求めます。また、
交差帽子は枠付き曲面ではありませんが、ブローアップを行うことにより枠付き曲面になりま
す。ブローアップの手法は代数多様体や複素多様体で用いられる手法ですので、これらの理論
を参考に、ブローアップした時、枠付き曲面になる条件や対応する同値関係の研究を行います。
さらに、枠付き曲面に対して縮閉面、伸開面、包絡面を正則曲面の場合の拡張として定義を行
い、基本不変量、曲率を具体的に与えることで微分幾何学的性質を調べます。縮閉面、伸開面、
包絡面は関数族や可微分写像の判別集合や分岐集合により与えられますので、可微分写像の特
異点論を用いて定式化を行い研究を推進します。枠付き曲面は、余次元が１の特異点だけでな
く余次元が２の退化した特異点も含む理論ですが、うまくいかない場合は、フロントの場合や
余次元が１の特異点を許容する曲面の場合を参考に研究を推進します。 
② 特異点を許容する曲面として１径数族の枠付き曲線の研究：枠付き曲線の研究と１径数族
のルジャンドル曲線と包絡線の研究は行っていますので、これらの理論を参考に１径数族の枠
付き曲線に対して、曲率を導入し存在と一意性を証明します。一般には１径数族の枠付き曲線
は枠付き曲面とはなりませんが、枠付き曲面となるための必要十分条件を求め①との関係の研
究を行います。また、交差帽子は１径数族の枠付き曲線ですので、交差帽子の性質を導入した
曲率を用いて関連性を考慮し、新たな性質や不変量の研究を行います。さらに、線織面や接線
曲面は１径数族の枠付き曲線の具体例となっていますので、枠付き曲線に対して拡張された線
織面や接線曲面が枠付き曲面になるための条件や特異点の判定法を用いることにより、どのよ
うな特異点を許容するのか微分幾何学的な性質の研究を行います。特に、一般的に接線曲面は
フロンタルですので、枠付き曲線の曲率と枠付き曲面の基本不変量の関係を用いることにより
研究を行います。 
 
（２）特異点論の研究： 
① ラグランジュ・ルジャンドル特異点論の深化：ラグランジュ部分多様体芽とルジャンドル
部分多様体芽の関係性をそれぞれの母関数族を用いることにより研究を行います。グラフ型ル
ジャンドル開折は１次元高いルジャンドル部分多様体の特別な場合であり、ラグランジュ部分
多様体芽とグラフ型ルジャンドル開折芽に対する同値関係が必要十分であることが証明されま
した。この結果を応用することにより、１径数族のラグランジュ部分多様体芽に対して、１径
数族のグラフ型ルジャンドル開折芽の同値関係が必要十分であることを証明し、ラグランジュ
部分多様体芽の分岐の生成的な分類を行います。また、１次元高いルジャンドル部分多様体族
の母関数族とラグランジュ部分多様体芽の母関数族の関係を明らかにし同値関係や何が保存さ
れているのか研究を行います。さらに、１次元高いルジャンドル部分多様体芽は１径数族のフ
ロントを与えていますので、この理論を拡張することにより、１径数族のルジャンドル曲線、
１径数族の枠付き曲線、１径数族の枠付き曲面への応用の研究を行います。 
② ２次元間の可微分写像の特異点論の研究：枠付き曲線、枠付き曲面の手法を用いて、２次
元間の可微分写像の特異点論の研究を行います。特に、ユークリッド平面間の可微分写像とし
て、１径数族のルジャンドル曲線はユークリッド平面間の可微分写像に対応しますので、曲率
を用いて平面写像の特異点の判定条件の研究を行います。また、球面への写像として１径数族
の球面ルジャンドル曲線を用いることにより、曲率の定義を行い球面への写像の研究を行いま



す。さらに、応用として正則曲面に対してガウス写像が退化した特異点を持つ場合に曲率を用
いることにより研究を行います。枠付き曲面に対するガウス写像に対しても基本不変量と曲率
を用いることにより研究を行います。 
 
４．研究成果 
（１）特異点を許容する曲面論の構築： 
① 枠付き曲面と１径数族の枠付き曲線の関係性の研究を行い、それぞれの場合に対して、基
本不変量に対する条件を与えました。また、具体例として満たさない例を見つけ、２つの考え
方が必要であることが分かりました。 
② 特異点を許容する回転面の研究を行いました。特に、ルジャンドル曲線を軸に沿って回転
させることで枠付き曲面になることが分かりました。ルジャンドル曲線の曲率を用いて特異点
の判定や、枠付き曲面の基本不変量を用いて回転面がガウス曲率一定と平均曲率一定の場合の
表示を求めました。 
③ １係数族の枠付き曲線の包絡面の理論を作りました。また、球面、双曲空間、ド・シッタ
ー空間内の１係数族のルジャンドル曲線に対して、包絡線の理論を作り、性質の研究を行いま
した。さらに、一般次元のルジャンドル曲面族に対して、包絡面の理論を作り、１階偏微分方
程式の特異解が包絡面となる条件を求めました。より具体的に１径数族と２径数族の枠付き曲
面に対して包絡面の理論を用いることにより、１階偏微分方程式系の特異解が包絡面となる条
件を求めました。 
④ 正則曲面上のルジャンドル曲線に対する可展面の研究を行いました。正則曲面上の正則曲
線の可展面の研究はすでに行われていましたので、この理論を拡張し、新たに現れる特異点が
あることが分かりました。 
⑤ 枠付き曲線の縮閉線と焦面の研究を行いました。ルジャンドル曲線に対する縮閉線は円に
よる２次近似ですが、枠付き曲線に対する球面における３次近似の理論に対応します。縮閉線
を定式化し、縮閉線と焦面の特異点の型の判定や性質を調べました。また、枠付き曲線と円に
よる方向と２次近似による縮閉線の研究も行いました。 
⑥ 枠付き曲線に対するベルトラン曲線とマンハイム曲線の定式化を行い、存在する必要十分
条件を与えました。正則空間曲線の場合には古典的に知られていますが、多くの本や論文では
非退化条件を暗に仮定しており、定理としては間違っていますので、その指摘と修正も行いま
した。 
 
（２）特異点論の研究： 
① 一般のラグランジュ部分多様体族とグラフ型ルジャンドル開折族の同値関係の記述を行い
ました。対応する同値関係を用いることによりラグランジュ部分多様体芽の分岐の生成的な分
類をグラフ型ルジャンドル開折族の分岐の生成的な分類に帰着することで求めました。 
② 写像芽の同値関係の研究として、幾何学的同値関係を定式化し、様々な同値関係を総合的
に考察することができ、性質を調べました。また、ある種の幾何学的同値関係に対する余次元
が低い場合の分類を行いました。この研究は、量子化学や物性化学とトポロジーへの応用があ
ることが知られており、今後発展する可能性があります。 
③ １係数族のルジャンドル曲線の理論を用いることにより２次元から２次元間の写像の研究
を行いました。特に、今まで区別することが難しい曲線族に対して、ルジャンドル曲線族の曲
率を用いることにより区別することができることが分かりました。また、直線族に対してより
詳しく特異点の型の情報をルジャンドル曲線族の曲率を用いることにより与えました。 
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