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研究成果の概要（和文）：コンパクトリーマン多様体上のC１級関数空間上の等長写像を一般過重合成作用素と
して表示し、ノルムの摂動に伴う等長変換群の変形を具体例で記述した。大井志穂・古清水大直・羽鳥理・三浦
毅氏と共同でいくつかのBanach-Stone型定理を得た。測地的コンパクト距離空間上のリプシッツ環の適切な係数
環でのHochschildコホモロジーは無限次元であることを示し、滑らかな関数からなる関数環との対比を明確にし
た。
一般化射影極限上のシフト写像の平均次元を周期ブロックの長さによって評価し（位相エントロピーの周期点個
数による評価に対応）Erceg-Kennedyの位相エントロピーに関する二極現象を精密にした。

研究成果の概要（英文）：We characterized some isometries on the continuously differentiable function
 spaces over compact Riemannian manifolds as generalized weighted composition operators, and 
illustrated deformations of the isometry groups under norm-perturbations with some concrete 
manifolds. Some Banach-Stone type theorems were obtained in joint works with S.Oi, H.Koshimizu, O. 
Hatori and T.Miura. Also we showed that the topological Hochschild cohomology of Lipschitz algebras 
over compact geodesic spaces is infinite dimensional, which shows a contrast to the fact that global
 homological dimension of the smooth function algebra over a compact smooth manifold is equal to the
 dimension of the manifold. 
We studied the mean dimension of the shift maps on generalized inverse limits and obtained an 
estimate in terms of the lengths of periodic blocks. The result was applied to refine the dichotomy 
on the topological entropy of the shift map discovered by Erceg-Kennedy. 

研究分野： 位相幾何学

キーワード： 関数環・関数空間　Banach-Stone型定理　バナッハ環のHochschildコホモロジー　一般化射影極限

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
従来関数解析学の文脈において研究されてきた過重合成作用素およびバナッハ環のHochshilcdコホモロジーを、
野性的空間の一般・幾何学的トポロジー的手法を活用して研究したことによって、新しい視点を導入することが
できた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
Banach-Stone 及び Nagawasa の定理から、コンパクトハウスドルフ空間上の連続関数のなす
バナッハ環上の等長写像・自己同型写像は底空間の同相写像による（過重）合成作用素である。
この意味で連続関数環は底空間のトポロジーを一意に決めるが、バナッハ環としてのどの様な
性質が底空間のトポロジーにどのように反映されるかについての研究はそれほど多くなかった。
また底空間上の位相力学系の作用素論的研究においては、底空間上の 2 乗可積分関数のなすヒ
ルベルト空間上に誘導される線形作用素が最もよく研究されており、sup ノルムを持つ連続関数
環上への誘導線形作用素の性質はあまりよく調べられていなかった。 
筆者は三浦毅氏との共同研究によって，連続関数空間のいくつかの部分空間上の等長写像が底
空間の部分空間上で定まる同相写像による過重合成作用素として表わせることを示していた。
また J. Kennedy 氏との共同研究によって、一般化射影極限上に定まるシフト作用素とそれを用
いた射影極限のトポロジーの研究を行っていて。一般化射影極限上のシフトは数列空間上のシ
フト作用素の一般化とみなすことができる。これらの共同研究によって得られた知見を発展さ
せることによって上記の問題に答えられるのではないかとの着想を得ていた。 
 
２．研究の目的 
コンパクトハウスドルフ空間上の連続関数のなす関数環・関数空間上の等長写像・環同型写像が
底空間上の同相写像による（荷重）合成作用素として表わせるか？という問題を考察することに
よって連続関数環・空間の代数および距離構造が底空間のトポロジー及び幾何にどのように影
響するか、また底空間上の位相力学系が連続関数環・空間に誘導する線形作用素の力学系的性質
について、野性的空間の幾何学的性質を研究する幾何学的トポロジーおよび位相力学系理論の
研究手法を用いることによって研究することを目的とした。 
 
３．研究の方法 
関数解析学研究者との研究交流を通して関数環および C＊環・作用素環論における知見を学びな
がら、幾何学的トポロジーおよびリーマン幾何学における研究手法を積極的に用いて上記問題
を考察する。具体的には１）リーマン多様体上の関数空間上のいくつかのノルムに関する
Banach-Stone 型定理を証明し、底空間のトポロジーおよび幾何学と等長変換の間の関係につい
て調べる。２）一般化射影極限上のシフト写像が連続関数環に誘導する線形作用素の力学的性質
と一般化射影極限のトポロジーとの関係を明確にする。ことを大きな目標とした。 
 
 
 
４．研究成果 
当初の研究計画を実現できた部分及び当初の計画になかった研究方向においていくつかの結果
を得た。これらについて以下に記載する。 
（１） Banach-Stone 型定理 

① リーマン多様体上の C１級関数空間における Banach-Stone 型定理 古清水大直・三浦毅
両氏との共同研究において、単位閉区間上の C１級関数のなす関数空間上のいくつかの
ノルムに関する等長変換を一般化された過重合成作用素として表示することができ、そ
の結果を用いてノルムを変化させたときの等長変換群の変化の様子を記述した。ここに
着想を得て演習場の関数空間更にコンパクトリーマン多様体上の C１級関数のなす空間
に対して同様の問題を考察した。これらの関数空間はいくつかの標準的なノルムによっ
てバナッハ空間である。Banach-Stone 型の定理を得る統一的な枠組みを見出し、それ
を用いて等長写像が一般化された意味で過重合成作用素として表わせることを示した。
次にノルムを適当な意味で変形したとき、対応する等長変換群がどのように変形するか
を具体例において研究した。これらの結果は当初の問題意識に対してある一定の解答を
与えるものである。 

② Choquet 境界の位相次元と Banach-Stone 型定理の関係について次元論における
Hurewicz の定理を活用して明確にした。 

③ 大井志穂・羽鳥理両氏との共同研究によって、関数環と C＊環の単射的テンソル積上の
エルミート作用素を特徴づけ、それを用いて広い意味での Banach-Stone 型定理を得た。 

④ 古清水大直・三浦毅両氏との共同研究によって単位閉区間上の C１級関数のなすバナッ
ハ空間上の２-local isometry を過重合成作用素として特徴づけた。ここでは２種類の
証明を与えており、そのうちの一つは Michael の selection theorem を活用している。 

（２） バナッハ環の連続Hochschildコホモロジー バナッハ環の位相代数的性質を反映する
Hochschild コホモロジーに興味を持ち、以下の結果を得た。 
① コンパクト距離空間上のリプシッツ関数全体のなす環上の Hochschild コホモロジーを

いくつかの係数加群について計算した。特に距離空間が測地的であれば連続関数間を係



数加群とするコホモロジーはすべての次元において無限次元であることを示した。この
ことは可微分多様体上の滑らかな関数全体のなすフレシェ空間のコホモロジー次元が
多様体の次元と等しい事実と対照的であり、一方 C１級関数のなすバナッハ環が無限次
元であることと類似する。これらの結果を得るための特徴は、de Leeuw によって考案
されたリプシッツ関数に付随する Stone-Čech コンパクト化上に誘導された連続写像を
微分写像の類似として積極的に用いることであり、ここに野性的空間を扱うための手法
が活用されている。 

② バナッハ環上のコサイクル空間は必ずしも閉部分空間でないために、Hochschild コホ
モロジーはしばしば複雑である。そこでコサイクル空間の適当な閉包を取った空間で割
ることにより、ある種の「コホモロジー」を得ることができた。このコホモロジーを用
いて approximate amenability の高次元化を考えることができるようになり、既存の概
念との差をはっきりさせることができた。しかしながらここで得た「コホモロジー」の
ホモロジー代数的振る舞いは明らかでなく、特に長完全系列が一般的な状況において成
り立たないため、どの程度有効なものであるか十分明らかになっていない。 

（３） 一般化射影極限のシフトと平均次元 一般化射影極限上のシフト写像の平均次元を考
察し、位相的エントロピーと周期点の個数との関係の類似する不等式を得た。これによっ
て Erceg-Kennedy の一般化射影極限上のシフト写像に関する二極化現象をより精密なもの
にすることができた。 

（４） 単体的複体と単体写像による射影極限 W. Dębski, E.D. Tymchatyn, M. Tuncali 氏
との共同研究によって、単体的複体と単体写像からなる射影極限を考察した。位相的完備
な空間の局所有限正規閉被覆から自然に定まる単体的複体とそれらの間の単体的写像の標
準的な構成法を与えて、その射影極限は元の空間とホモトピー同値であることを示した。
これはコンパクト距離空間に関する Freudenthal の古典的結果を位相的完備空間に拡張し
たものといえる。さらに位相空間を離散的対象でコード化する Dębseki-Tymchatyn による
cell-structure との関係を明確にした。 

（５） Trivial shape を持ちかつ可縮でないコンパクト距離空間 U. Karimov 氏と共同で LC
∞で trivial shape を持ちかつすべての次元のホモトピー群が消えるが可縮ではない無限
次元コンパクト距離空間の組織的構成法を与え、Karimov-Repošによる結果を拡張した。 
 

以上研究期間全体を通して、関数空間・関数環のノルム構造・代数構造が底空間のトポロジー・
幾何とどのように関わるかについてある程度の結果を得ることができた。しかしながらコンパ
クト空間上の位相力学系が関数空間・関数環に誘導する線形作用素の位相力学系的研究は進展
を見ておらず、次の研究課題の一つである。 
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