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研究成果の概要（和文）：抽象単体複体とは幾何学的な単体複体を抽象化し、その組み合わせ構造のみを抽出し
たものである。ポリヘドラルプロダクトは抽象単体複体の組み合わせ構造を設計図とし、与えられた空間ついか
ら構成される空間である。ポリヘドラルプロダクトはトーリックトポロジーの中心的研究対象であるモーメント
アングル複体や、座標空間配置とその補空間などの空間を実現する。ポリヘドラルプロダクトのトポロジーと設
計図となる抽象単体複体の組み合わせ構造との関係を、ファットウェッジフィルトレーションの理論を構築する
ことで明らかにした。

研究成果の概要（英文）：An abstract simplicial complex is an abstraction of a geometric simplicial 
complex, and it captures the combinatorial structure of a geometric simplicial complex. A polyhedral
 product is a space constructed from a pair of spaces in accordance with the combinatorial structure
 of an abstract simplicial complex. Polyhedral products include moment-angle complex which is a 
central object in toric topology, and coordinate subspace arrngements and their complements. I 
elucidated relations between the topology of a polyhedral product and the combinatorial structure of
 the underlyig simplicial complex by developing the theory of the fat-wedge filtration.

研究分野： 代数トポロジー

キーワード： ポリヘドラルプロダクト　代数トポロジー　組み合わせ構造

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ポリヘドラルプロダクトは数学の様々な分野に現れる重要な空間を実現する。したがって、そのトポロジーと元
となる抽象単体複体の関係を明らかにすることは、多くの数学分野に強い影響を与える。また、ポリヘドラルプ
ロダクトはトポロジーと組み合わせ論とを結ぶ架け橋であり、それを通してそれぞれの分野のアイディアやテク
ニックを互いに輸出し合うことにより、新しい研究の方向性を与える。実際、本研究で得られた抽象単体複体の
Golod性とタイト性の関係に関する結果は組み合わせ論では想像すらされていなかったことである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
座標空間配置は、それを与える{1,…,m}の部分集合たちが生成する（抽象）単体複体が定め
るとしてよい。定義より、座標空間配置は、それを定める単体複体の組み合わせ構造を反映
しており、その研究は、この組み合わせ構造とトポロジーとの相互作用のもと行われてきた。
Davis-Januszkiewic は、擬トーリック多様体の研究において、空間 ZK(CP∞,*)（＝座標空
間配置の和）と、モーメントアングル複体と呼ばれる空間 ZK(D2,S1)（＝座標空間配置の補
空間のホモトピー型）が基本的な役割を果たすことを発見した。これらの空間は、コホモロ
ジーを通して座標空間配置の組み合わせ構造を非常によく反映する：ZK(CP∞,*)のコホモロ
ジーは K の Stanley-Reisner 環と同型であり、ZK(D2,S1)のコホモロジーは K の Stanley-
Reisner 環の Tor 代数と同型である。ここで、環の Tor 代数とは、その環のコホモロジーと
深い関係がある重要な導来代数である。最近の座標空間配置の研究は、主に、この同型を通
して Stanley-Reisner 環（＝組み合わせ構造）とトポロジーの相互作用のもとで行われてい
た。 
 
 
２．研究の目的 
 
直積空間の部分空間で、いくつかの成分が基点となっているものを座標部分空間と呼び、与えら
れた抽象単体複体にもとづいて、座標部分空間をいくつか集めて得られるものを座標空間配置
という。座標空間配置の和や補空間のホモトピー型は、Stanley-Reisner 環などの組み合わせ的
に構成される重要な代数と密接に関係しており、さらに、これら代数の性質を座標空間配置のホ
モトピー型を通して実現することができる。本研究では、座標空間配置の和と補空間のホモトピ
ー型を、ファットウェッジフィルトレーションと呼ばれる自然なフィルトレーションを用いて、
関連するホモトピー作用素と組み合わせ構造を融合することで調べる。 
 
 
３．研究の方法 
 
座標空間配置の和と補空間のホモトピー型を、ファットウェッジフィルトレーション（FWF）
を用いて、組み合わせ構造と対比させることにより研究する。 (1) ZK(CX,X)の大域的性質： 
FWF の接着写像と高次 Hopf 不変量の関係を明らかにすることで、ZK(CX,X)の LS カテゴ
リーを調べる。また、ZK(CX,X)が与える、高次 Whitehead 積の一般化である写像と組み合
わせ構造との関係を明らかにし、トーリックトポロジーへと応用する。(2) 群のコホモロジ
ー：特殊な座標空間配置の和と補空間は群のグラフ積の分類空間となる。群のグラフ積のコ
ホモロジーを、FWF と下の(1)の結果を用いて、幾何的に研究する基礎を構築する。 
 
(1) ZK(CX,X)の大域的性質 

 モーメントアングル複体 ZK(D2,S1)の FWF はコーン分解を与える。その接着写像の性質

を明らかにし、LS カテゴリーに関連した ZK(D2,S1)の大域的な性質を明らかにする。さら

に、その結果をより一般の ZK(CX,X)へと還元する。 

 

(2) 群のコホモロジー 

 群 G の分類空間 BG と旗複体 K に対して、ZK(BG,*)は K の 1 スケルトンに関する G の

グラフ積（right-angled Artin、Coxeter 群を含む）の分類空間であり、right-angled Coxeter

群の交換子群に対応する、群のグラフ積の部分群の分類空間は ZK(CG,G)で与えられる。本

研究では、群のグラフ積のコホモロジーを、ZK(BG,*)と ZK(CG,G)の FWF を用いて、(1)の

ホモトピー作用素に関する研究結果を交えることで幾何的に研究することを提案し、その

基礎理論を構築する。 
 
 
 
 



４．研究成果 
 
ファットウェッジフィルトレーションの理論を用いてポリヘドラルプロダクトの研究を行うこ
とで以下の結果を得た。 
 
(1) 抽象単体複体の Golod 性 

 
抽象単体複体が Golod とは、その Stanley-Reisner 環の Koszul ホモロジーの Poincare 多項
式がある種の等式をみたすことである。この等式は Koszul ホモロジーの積と高次のものを
含むすべての Massey 積が自明であることと同値なことが知られている。Golod 性は 1960 年
代から研究されているが、未だその組み合わせ的特徴づけは得られていない。近年、ポリヘ
ドラルプロダクトの研究を通して Golod 性を、トポロジーを用いて扱うことが可能になり、
新しい視点からの研究が行われている。本研究では２次元の場合に Golod 性の完全な組み合
わせ的特徴づけを与えることに成功した。その後、曲面の三角形分割に関する結果をもとに、
３次元多様体の三角形分割の Golod 性に関する研究を行った。その結果、微分幾何学にルー
ツをもつ抽象単体複体のタイト性という概念（極小三角形分割と関係が深い）との関係を発
見し、その同値性を証明した。この関係は組み合わせ論の視点だけでは発見できないもので
あり、また、証明もトポロジーを用いた新しいアイディアによるものである。 
 

(2) Whitehead 積の Jacobi 恒等式 
 
Whitehead 積は Jacobi 恒等式をみたすことがよく知られている。一方、Whitehead 積の高次
作用素として高次 Whitehead 積が定義され、それらもある種の Jacobi 恒等式をみたすこと
が期待されているが、具体的に恒等式が書き下されたのは単純な場合ひとつだけである。一
方、ポリヘドラルプロダクトは直積空間の部分空間であるため、（高次）Whitehead 積と深く
関係すると期待されていた。本研究ではファットウェッジフィルトレーションを用いたポリ
ヘドラルプロダクトの分解と（高次）Whitehea 積との関係を明らかにすることで、抽象単体
複体の組み合わせ構造によって高次 Whitehead 積の Jacobi 恒等式を導き出すことに成功し
た。 
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