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研究成果の概要（和文）：近年発展が目覚ましい量子情報理論の分野では，行列・作用素解析が数学的基礎とし
て重要な役割を果たしている．本研究では，量子情報への応用を念頭において，行列・作用素解析に関連する
種々の問題を不等式の観点から研究し，多方面にわたって成果を得た．行列・作用素解析に固有な問題として，
行列・作用素に対する様々な不等式，2変数および多変数の作用素平均，および行列・作用素のマジョリゼーシ
ョンについて，相互に関連させて研究を行った．量子情報の分野では，行列・作用素解析の手法を応用して，い
くつかタイプの量子ダイバージェンスに対して，量子情報路の下での単調性とリバーシビリティなどについて研
究した．

研究成果の概要（英文）：Matrix/operator analysis has played an imprtant role in quantum information 
theory that has intensively developed in recent years. In the course of this research project, 
toward applications to quantum information, we studied various problems related to matrix/operator 
analysis from the point of view of inequalities and obtained many results in different related 
subjects. Concerned with problems in matrix/operator analysis itself, we studied various 
inequalities, operator means of two-variables and several variables, and majorizations for matrices 
and operators, in relation to each other. As for quantum information, applying techniques from 
matrix/operator analysis, we studied monotonicity and reversibility under quantum channels for 
several types of quantum divergences.

研究分野： 関数解析学

キーワード： 関数解析学　作用素　行列解析　作用素平均　量子情報理論

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
行列・作用素解析の研究では関数解析的な考え方が基本であるが，本研究ではリーマン幾何からのアイデア，確
率論を使う手法，量子情報理論との相互乗り入れなど，多面的な考え方と方法論を駆使したところに，学術的意
義と特色がある．本研究の研究成果を適宜，内外の数学専門雑誌に発表することにより，数学の国際コミュニテ
ィーへの発信を通して社会に寄与することができた．特に，本研究期間中に，フォン・ノイマン環と量子ダイバ
ージェンスに関する２冊のモノグラフをヨーロッパ数学会とシュプリンガー社から出版したことで，これらの分
野の発展に貢献できた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
(1) 行列(また作用素)に対する不等式の研究は，半正定値性から定まる大小関係に関する行列
そのものの不等式，行列の固有値・特異値に対する大小関係やマジョリゼーション(優越関係)，
行列のトレースやノルム関数に対する不等式など様々である．行列・作用素不等式の歴史は非常
に古く，体系的な研究は Löwner の 1934 年の論文と彼の弟子 Kraus の 1936 年の論文に始まる．
彼等の理論は作用素単調・作用素凸関数についての理論であり，これらの関数の積分表示が行
列・作用素解析の多くの場面で重要な役割を演じてきた．特に，久保-安藤による作用素平均の
理論(1980 年)により，作用素単調関数と作用素平均は１対１に対応することが示された．行列
固有値のマジョリゼーションは行列論において最も行列解析らしい話題の１つであり，数多く
の研究が行われてきた．中でも，安藤-日合が示した対数マジョリゼーションは，この方面の研
究に大きな刺激を与えた．このように，行列解析の分野は様々な設定と手法で多岐にわたり息の
長い研究と応用が行われてきた．本研究開始当初においては，作用素平均，特に(重み付き)幾何
平均の多変数の行列・作用素への拡張，それに関連した対数マジョリゼーションの拡張が活発に
議論されつつあった． 
 
(2) 量子確率統計を基礎とする量子情報理論の研究は 1970 年代に A.S. Holevo 等によって開
始されたが，20 年間ほど停滞気味であった．しかし，エンタングル状態が発見されたことや長
い間の懸案であった量子情報路符号化定理が証明されたことが契機となって，量子情報理論は
1990 年代後半以降に爆発的に発展し，近年では膨大な研究分野に拡大した．日合-D. Petz が
1991 年の論文で量子 Stein の補題の順定理を示したことは，本研究開始当初における量子仮説
検定理論の目覚ましい発展の先駆けであった(これの逆定理は小川-長岡が 2000 年に示した)．
さらに，Petz が導入した相対エントロピーの一般化である擬エントロピー(量子ダイバージェン
スともいう)とフィッシャー情報量の量子版である単調計量(量子フィッシャー情報量ともいう)
は，量子情報理論と量子情報幾何で必須の概念であり，それらを含む不等式が分野の多くの場面
で現れる．量子情報で重要なこれらの量は，作用素単調関数と作用素凸関数を基礎にして定義さ
れ，不等式の証明などに作用素平均やマジョリゼーションが使われた．このように，量子情報の
多くの分野が行列解析と理論的かつ方法論的に密接に関連しつつあった． 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) 久保-安藤により公理論的に導入された 2変数の作用素平均の理論は，行列解析の分野で重
要な役割を果たしてきた．作用素平均を３変数以上の多変数の場合に拡張することが，本研究開
始当時の研究方向であった．特に(重み付き)幾何平均の多変数への拡張は，安藤-Lie-Mathias が
先鞭を付けた反復プロセス法や Bhatia-Holbrook が導入したリーマン幾何的な方法で活発に研
究された．リーマン幾何の方法は，正定値行列の空間が自然なリーマン計量で負曲率リーマン多
様体をなすことを基礎にして，測地最短距離の２乗和の最小化により幾何平均(Karcher 平均，
Cartan バリセンターとも呼ばれる)を導入するもので，近年発展が著しい負曲率計量空間上の確
率解析が有効に使われていた．この方向で，作用素平均に対する安藤-日合の不等式や Lie-
Trotter 型の極限公式を発展させることを目指した．さらに，作用素パースペクティブ(遠近法)
に対しても，同様な不等式や極限公式の拡張を試みた． 
 
(2) 行列(および作用素)のマジョリゼーションについては，膨大な論文と結果が知られている
が，Golden-Thompson と Lieb-Thirring のトレース不等式を拡張した荒木(1990)の対数マジョリ
ゼーションと Golden-Thompson 補完型の安藤-日合(1994)の対数マジョリゼーションは注目に値
する．これらの対数マジョリゼーションと極限公式をいくつかの設定で拡張することを目指し
た．特に(1)で述べた Cartan バリセンター(リーマン計量による一種の重心)に対する対数マジ
ョリゼーションを試みた．  
 
(3)量子情報理論と量子情報幾何において重要な不等式には，梅垣相対エントロピーやレニィ相
対エントロピーを拡張したいくつかのタイプの量子ダイバージェンス (標準 f-ダイバージェン
ス，極大 f-ダイバージェンス，測定型 f-ダイバージェンスなど)や単調計量と呼ばれるリーマン
計量を含むものが多い．他にもフィデリティや最近研究が沸騰しているサンドイッチ型レニィ
相対エントロピーなど，量子情報理論で重要な量はすべて行列のトレース関数で表される．行列
解析を基礎として，量子情報に現れるいろいろな量子ダイバージェンスの間の不等式とその等
号条件についての研究を目指した．特に，これらの量子ダイバージェンスに対する量子情報路
(または量子確率写像)の下での単調性(データ処理不等式と呼ばれる)とその等号条件の下での
リバーシビリティ(復元可能性)は重要で興味深いテーマであった． 



 
(4) 有限次元の行列の場合の量子ダイバージェンスの研究をフォン・ノイマン環上の正規な正
線形汎関数に対する量子ダイバージェンスの場合に一般化して，量子ダイバージェンスの単調
性やリバーシビリティ(復元可能性)問題を研究することを目指した．将来的には，量子情報の分
野の関連する問題をフォンノイマン環の場合に拡張した設定で研究することを意図した． 
 
 
３．研究の方法 
 
行列・作用素不等式の理論分野と量子情報理論の応用分野を双方的に関連させながら研究を行
った．研究が実効あるものになるように，研究テーマ別に以前から共同研究している共同研究者
に研究協力者になってもらい，随時メールで連絡を取りながら研究を進め，必要に応じて研究協
力者を訪問し討議した. また，国内外の関係する研究集会・ワークショップに参加し，成果発表
と情報交換を行った．具体的な共同研究の内容は以下の通りである.  
 
(1) 本研究の初年度に以前からの共同研究者である M. Mosonyi 氏(ハンガリー)と共同研究でき
たことは有意義であった．また，R. König 氏(ドイツ)および M. Tomamichel 氏(オーストラリ
ア)と共同研究できたことも，代表者にとって貴重な経験であった． 
 
(2) Y. Lim 氏(韓国)および J. Lawson 氏(米国)と，正定値行列・作用素の空間上の Cartan 重心
や Wasserstein 距離について共同研究を行ったことは，本研究を進める上で非常に生産的であ
った． 
 
(3) 瀬尾氏(大阪教育大)および和田氏(木更津高専)と，多変数作用素平均と作用素パースペク
ティブに対する安藤-日合型の不等式について系統的な共同研究を行った． 
 
(4) 幸崎氏(九州大名誉教授)と行ったフォン・ノイマン環における作用素コネクションに関す
る共同研究は大変有意義であった． 
 
(5) フォン・ノイマン環における量子ダイバージェンスについての 2編の J. Math. Phys.論文
を発展させたモノグラフと，2019 年にブダペスト工業経済大学で行ったフォン・ノイマン環に
関する集中講義をまとめた講義録を本研究の最終年度に出版できたことは代表者にとって幸運
であった． 
 
４．研究成果 
 
以下に，本研究の成果を各発表論文に対応させて説明する． 
 
(1) M. Lin(中国)との共同研究により，アダマール積と幾何平均に関係して知られた行列の固
有値に対するマジョリゼーションを重み付き幾何平均の場合に拡張した． 
 
(2) R. Konig(独)と M. Tomamichel(オーストラリア)との共同研究により，行列の固有値のマジ
ョリゼーションを積分による平均を含む形式に一般化し，それを用いて，Golden-Thompson トレ
ース不等式の多変数版をユニタリ不変ノルムに対する一般的なノルム不等式として証明するこ
とに成功した．これにより E.H. Lieb の有名な論文(1973)以来の長年の問題であった 3 個以上
の作用素に対する Golden-Thompson 不等式に対する一定の解答を与えた． 
 
(3) Y. Lim(韓国)との共同研究により，n次正定値行列のなすリーマン多様体(負計量空間の典
型例となる)上の確率測度の Cartan 重心(幾何平均の確率測度への一般化)に対する Ando-Hiai
の対数マジョリゼーションを示した．さらに，確率測度の幾何平均による流れに対する Cartan
重心の軌跡の微分可能性を示し，それを用いて，ユニタリ不変ノルム不等式と Lie-Trotter の極
限公式を得た． 
 
(4) M. Mosonyi(ハンガリー)との共同研究により，量子情報の分野で重要ないろいろな量子 f-
ダイバージェンスについて組織的に研究した．標準型 f-ダイバージェンスと極大型 f-ダイバー
ジェンスについて，量子情報路の下での単調不等式の等号条件からリバーシビリティがどの程
度成立するかを比較した．これら 2 つの f-ダイバージェンスの間の大小関係を示した.さらに，
α-z-レニィ・ダイバージェンスと呼ばれる一般化されたレニィ・ダイバージェンスについて単
調性とリバーシビリティを考察した． 
  
(5) J. Lawson(米国)および Y. Lim(韓国)との共同研究により，最近発展している順序をもつ距
離空間上の確率測度に対する重心写像の研究の一環として，確率測度の空間上の確率順序
(stochastic order)について研究した．さらに，Y. Lim との共同研究により，n次正定値行列の



なすリーマン多様体(負計量空間の典型例となる)上のリーマン計量に関して固有値関数とシン
プレクテイック固有値関数がリプシッツ連続であることを示し，さらにこの多様体上の確率測
度に対する Cartan 重心(幾何平均の確率測度への一般化)に対する対数マジョリゼーションを示
した． 
 
(6) 以前に，量子情報で有用な相対エントロピーやレニィ・ダイバージェンスを一般化した量子
f-ダイバージェンスについて，M. Mosonyi(ハンガリー)と有限次元のヒルベルト空間の設定で
共同研究した．その継続研究として，フォン・ノイマン環の設定での量子ダイバージェンスを研
究し，単著の連作論文を J. Math. Phys.に出版した． 
 
(7) 瀬尾(大阪教育大)および和田(木更津高専)と共同研究を行い，作用素平均に対する安藤-日
合型の不等式について考察し，2編の共著論文を出版した．1 番目の論文では，近年発展が著し
い多変数の作用素平均に対して，従来型だけでなく補完型さらに逆向き型などの幾つかの形式
の安藤-日合型不等式を系統的に示した．2番目の論文では，従来型の安藤-日合不等式を改良す
るとともに，作用素パースペクティブ(遠近法)に対する安藤-日合不等式，Lie-Trotter 公式，
非可逆正作用素への拡張問題などを研究した． 
 
(8) Y. Lim(韓国)と引き続き共同研究を行い，2編の共著論文を出版した．1番目の論文では，
縮小重心写像をもつ完備距離空間に値をとる確率変数に対する条件付き期待値の理論を構築し，
マルチンゲール収束，バーコフ・エルゴード収束，サノフ大偏差原理などの収束理論を研究した．
2番目の論文では，無限次元ヒルベルト空間上の可逆正作用素からなるトンプソン距離をもつ完
備距離空間上の確率測度に対する作用素平均の概念を定式化し，不動点を用いた手法で確率測
度の作用素平均について多くの結果を示した．また別の単著論文で，従来の 2 変数の久保-安藤
の作用素平均と n変数の作用素平均について，不動点法による詳細な考察を行った.  
  
(9) Y. Lim および J. Lawson(米国)と引き続き共同研究を行い，正定値行列の空間上で作用素
平均から派生した非斉次の Karcher 型作用素方程式について，ランベルトの W 関数と関連づけ
て研究した． 
 
(10) 幸崎(九州大名誉教授)との共同研究により，フォン・ノイマン環に付随する非有界作用素
の種々のクラスにおいて，久保-安藤の作用素平均・作用素コネクションを拡張する理論を構築
した． 
 
(11) フォン・ノイマン環の設定で，量子情報で有用な相対エントロピーやレニィ・ダイバージ
ェンスを一般化した量子 f-ダイバージェンスとそれらのリバーシビリティ(復元可能性)への応
用について解説した 194 ページのモノグラフを Springer の Mathematical Physics Studies の
シリーズから出版した．さらに，フォン・ノ イマン環の基礎理論に関する 250 ページの講義録
をヨーロッパ数学会(EMS)の Lectures in Mathematics のシリーズから出版した． 
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