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研究成果の概要（和文）：本研究の目的は，離散力学系の各種性質を，相空間の幾何構造への作用を通じて明ら
かにすることである．具体的な成果としては，ピカール群への抽象的な作用から，それを実現する双有理写像を
構成する一般的な公式を発見し，可積分構造を保った非自励化の手法を確立した．また，高次元の力学系に対し
てもその作用が適切に表現される相空間（初期値空間）を構成する手法を確立した．可積分ではない高次元力学
系に対しても，代数的に安定な多様体を作る方法を見出した．さらにQuispel-Roberts-Thompson写像と呼ばれる
楕円曲面の自己同型写像に対して，自然な解の構成法を提案した．

研究成果の概要（英文）：The purpose of this study is to clarify various properties of discrete 
dynamical systems through actions on the geometric structure of phase spaces. As a concrete result, 
we found a general formula for constructing bi-rational maps from abstract actions on Picard groups,
 and established a method of deautonomization that preserves integrable structures. We also 
established a method for constructing a phase space (initial value space) in which the action is 
appropriately represented for higher dimensional dynamical systems. For higher dimensional dynamical
 systems that are not integrable, we found a way to construct algebraically stable manifolds. 
Furthermore, we proposed a natural solution construction method for the Quispel-Roberts-Thompson 
map, which is a self-isomorphic map of elliptic surfaces.

研究分野：力学系
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
力学系には時間変数に関して連続的なものと離散的なものがあるが，連続のものは離散的なものの極限として得
られることから，離散的なものの方がより一般的である．離散力学系の性質を調べる有力手段の一つにそれが自
然に作用する初期値空間と呼ばれる多様体を構成し，その多様体の性質を調べるという方法がある．さらに多様
体については代数幾何等の道具を使って性質を調べることができる．本研究はこのような方向で進めたものであ
り，特に高次元の場合や，可積分なときについて新たな手法を提案した．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 

 

 一般に可積分な力学系とは，代数的に記述され，時間発展について可逆な有限自由度の力学系

であって，何らかの可積分構造を持つものと考えられる．その中でも微分方程式で記述されるも

のは連続系，差分方程式で記述されるものは離散系と呼ばれる． 

可積分方程式の中でも特に重要なのが，パンルヴェ性という性質を満たす常微分方程式（パンル

ヴェ方程式）で，可解格子模型やソリトン方程式など無限自由度の場合も含め，その可積分性は

パンルヴェ性に帰着される． 

 パンルヴェ方程式は，オリジナルの微分方程式の直接的な分類の他に，線形常微分方程式のモ

ノドロミー保存変形や，岡本の初期値空間（初期値が定義される空間を，解のフローが適切に流

れるように取り直した空間，図１）と呼ばれる代数曲面の分類からも得られる（岡本）．これら

の手法はパンルヴェ方程式の離散化と相性が良く，近年盛んに研究されている．特に，離散パン

ルヴェ方程式は，方程式に現れる係数が独立変数に関して線形に発展するもの（いわゆる差分），

幾何級数的に発展するもの（q差分），複素トーラス上で線形に発展するもの（楕円差分）の 3種

に類別できることが知られている（坂井）． 

 

 

 

２．研究の目的 

 

本研究の目的は，離散力学系の各種性質を，相空間の幾何構造への作用を通じて明らかにするこ

とである．具体的な成果としては，ピカール群への抽象的な作用から，それを実現する双有理写

像を構成する一般的な公式を発見し，可積分構造を保った非自励化の手法を確立した．また，高

次元の力学系に対してもその作用が適切に表現される相空間（初期値空間）を構成する手法を確

立し，いくつかの完全可積分力学系に対しては初期値空間を具体的に構成し，非自励化を行った

り，対称性を求めた． 

 可積分ではない高次元力学系に対しても，代数的に安定な多様体を作る方法を見出し，いくつ

かの例に対して代数的エントロピーを計算した． 

 さらに Quispel-Roberts-Thompson 写像と呼ばれる楕円曲面の自己同型写像に対して，複雑な

変数変換を伴わないという意味で自然な解の構成法を提案した．可積分ではない高次元力学系

に対しても，代数的に安定な多様体を作る方法を見出した．さらに Quispel-Roberts-Thompson

写像と呼ばれる楕円曲面の自己同型写像に対して，自然な解の構成法を提案した． 

 

 

３．研究の方法 

 

 本研究は基本的に数学の理論の研究であり，国外の共同研究者との共同，または単独で仮設・

計算・検証を繰り返すことにより，新たな公式を発見したり，証明をしたりした．だし、本研究

の対象である可積分系や具体的な多様体の計算は非常に複雑でノートとペンだけで行うことは

難しく，数式処理ソフトやときには数値計算を援用して行う必要があった．本研究の共同研究者



は国外の研究者であったため，研究上のやり取りは主として電子メールと，当初は実際に行き来

して行っていた．しかし，途中でコロナ禍になり対面での実施が難しくなったため，代わりに遠

隔会議ソフトを使用して行った．特に特例延長を行った R3 年度は専ら遠隔会議ソフトを利用し

て共同研究を行った． 

 

 

４．研究成果 

 

H29 年度 

まず，有理多様体のピカール群上の与えられた作用に対して，それを実現する力学系を構成す

る簡単な公式を発見した．この公式は力学系が同型ではない場合や，双有理でない場合にも成り

立つ一般的なものである．また，ルーマニア物理核工学研究所の A. S. Carstea 氏，ノーザン

コロラド大学の A. Dzhamay 氏と協力して，可積分力学系の非自励化について研究した．具体的

には，有理楕円曲面の自己同型の簡潔な表示である Quispel-Roberts-Thompson 写像を非自励

化することにより，離散パンルヴェ方程式の新たな簡潔な表示を得た．この手法においては，一

つの QRT 写像から複数のタイプの異なる離散パンルヴェ方程式が導かれるということ，また，

QRT 写像が簡潔な表示を持つことを受け継いで，結果として得られる離散パンルヴェ方程式も簡

潔な表示を持つことに特徴がある． 

これらの結果を論文としてまとめ，Journal of Physics A : Mathematical and Theoretical 

に投稿し掲載された．なお，この論文は IOP publishing により，IOP select として採択され，

出版から１年間オープンアクセスとなった． 

 

H30 年度 

 線形常微分方程式のモノドロミー保存変形から得られた離散パンルヴェ方程式に対して，そ

れが既知のどのタイプの離散パンルヴェ方程式と一致するかというのは非自明な問題である．

この問題に対し，ノーザンコロラド大学の A. Dzhamay 氏と協力して，純粋に幾何学的な考察の

みを利用して，既知の離散パンルヴェ方程式に一致させる具体的な変換公式を見つける手法を

提案し，論文が SIGMA Symmetry Integrability Geom. Methods Appl.誌に掲載された． 

 

R1 年度 

 まずいくつかの 4次元のパンルヴェ系について，その離散対称性を用いて岡本-坂井の意味で

の初期値空間を構成できることを示した．そのうち A5(1)型アファインワイル群の対称性を持つ

ものと，A2(1)+A2(1)型アファインワイル群対称性を持つものに関して，ルーマニア物理核工学

研究所の A. S. Carstea 氏と共同で一般理論とともに論文にまとめた（Journal of Physics A: 

Mathematical and Theoretical に掲載）．2次元を超える次元での初期値空間の構成は先行研 

究がほとんどないか，あっても代数的な構造が不明であったが，本研究では 2次元のときに坂井

氏が行ったのと同様に，良くわかっている多様体（例えば CP1 の直積）からブローアップのみで

構成することにより，そのホモロジー・コホモロジーの構造が明らかであり，結果としてルート

系がホモロジー・コホモロジー双対空間の中で自然に実現できることを示した．また，同様の手

法は論文で取り上げた系以外にも適用可能であることがいくつかの計算例から分かっている． 

 次に，やはり A. S. Carstea 氏と共同でスーパー対称性を持つ KdV 方程式の力学系への簡約

化について研究し，興味深い例として 4 次元の力学系であって，Grammaticos-Ramani 特異点閉



じ込めの可積分性判定条件は満たさないが，代数的次数の増大度が 2であるものを発見した．こ

れについてまとめた論文が，Journalof Physics に掲載された．また，この研究で得られた 4次

元力学系の「初期値空間」（正確には代数的に安定な空間）の構成及び応用について論文にまと

めた論文が Springer Proceedings in Mathematics & Statistics に掲載可として受理された． 

 

R2 年度 

 前年度に引き続き，4 次元のパンルヴェ系について，その離散対称性を用いて岡本-坂井の意

味での初期値空間を構成した．特に，藤・鈴木・津田系と呼ばれる A型アファインワイル群の対

称性を持つパンルヴェ系に対し初期値空間を構成した．本研究以前には，2次元を超える次元で

の初期値空間の構成例はほとんどなかったが，本研究では，2次元のときに坂井氏が行ったのと

同様に，良くわかっている多様体（例えば CP1 の直積）からブローアップのみで構成することに

より，そのホモロジー・コホモロジーの構造が明らかにし，結果としてルート系がホモロジー・

コホモロジー双対空間の中で自然に実現できることを示した．このことについて単独でまとめ

た論文が RIMS Kokyuroku Bessatsu より出版された(R3 年度)．また，4次元ガルニエ系につい

ても初期値空間を構成した．得られた多様体はかつて木村弘信氏が別の手法で求めたものと同

様のものであった．これらの結果を 2021 年 3月の日本数学会の特別講演で報告した（予稿集に

も掲載）． 

また，シドニー大学の Joshi 氏や Singh 氏と共同で，第 2 パンルヴェ階層に属する微分方程

式について調べた．微分方程式の形式解を用いても，離散対称性を用いても同じ多様体が得られ

たが，これまでのように因子類群への作用が同型とはならなかった．その原因は，微分方程式の

パンルヴェ性に由来するものと想像されるが，詳細については不明である．このことについて報

告する論文を準備中である． 

 

R3 年度 

 本研究課題は R2 度までの予定であったが，コロナ禍で研究成果の発信が十分にできなかった

ことから R3 年度まで期間を延長した．ただし，当然であるが研究も継続して行った．特に本年

度は有理楕円曲面上のファイバー構造を保つ力学系である Quispel-Roberts-Thompson 写像の

初期値問題について，上海大学および東京海洋大学の博士後期課程学生である Xing Li 氏と共

同で，新たな解法を提案した．この解法では，本課題の初期に非自励化において扱った楕円トー

ラスの P1×P1 への埋め込みについて，そのパラメーターおよび曲面上の因子類の楕円トーラス

への引き戻しを楕円積分を用いて計算することを利用した．なお，この埋め込み自体はもともと

Painleve 方程式の統一した記述を作るために Kajiwara-Noumi-Yamada によって提案されたも

のである．この結果を Solving the Quispel-Roberts-Thompson maps using Kajiwara-Noumi-

Yamada's representation of elliptic curves というタイトルで Journal of Physicis A 誌に

投稿し受理された．また，数式処理システムを用いた実装を公開した．  
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