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研究成果の概要（和文）：Hyun Ho Lee氏との共同研究において、大坂-照屋の研究でなされた綿谷指数有限な単
位元を持つC*環-包含関係A ⊂ B上のトレース的ロホリン性を、Balark, Szabo氏らによって導入されたAからBへ
の*-表現φを, AからAの超積C*-環への埋め込み写像とBからAの超積C*-環へ の*- 表現ψで分解する。 
sequentially split *-表現のアイデアを、トレース的な版に拡張し、BからAへのC*-環の不変的性質の遺伝性に
ついて明らかにした。また、単位元を持たないC*-環包含関係のロホリン性の研究は、照屋氏との共同研究でほ
ぼ終了した。

研究成果の概要（英文）：We extended the tracial Rokhlin property for inclusions A ⊂ B of unital C*
-algebras in the sense of Osaka and Teruya to the tracially sequentially split *-homomorphism for a 
*-homomorphism from A to B by using the idea by Balak and Szabo in the joint work with Hyun Ho Lee, 
and cleared the heredity of basic permanent properties of B to A. In the case of inclusions of 
nonunital C*-algebras, we finished the study of the Rokhlin property with Tamotsu Teruya.

研究分野： 作用素環論・作用素論

キーワード： Rokhlin property　C*-index theory　Jaing-Su absorption　Sequentially split 　Operator means　
Operator monotone 　Schmidt rank　Completely positive maps
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研究成果の学術的意義や社会的意義
離散群ΓからC*-環Aへの作用αから生成されるC*-力学系C*(Γ, A,α) (=B)の構造解析をBからAへの非可換条件
付き期待値を用いて解析をするという大坂-照屋のアイデアを拡張したBalack-Szaboのsequentially split *
-homomorphismをさらに拡張したLee-大坂の手法は、今後様々なC*-力学系の解析に役立つと期待できる。 

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 

（１）フォンノイマン環の因子環-部分因子環論の場合、Jones 指数有限 因子環のペアM ⊂
Nは、有限性、Γ性、T性など様々な重要な性質を共有するが、近似的有限次元環(AF環)であ
るCAR環の 作用で固定環 がAF環にならない例があるように、綿谷指数有限なペア

⊂ でAF性を共有しない（遺伝しない）例もある。これに関して、有限群Gの作用α
が泉の意味でロホリン性を持つならば、単純 C*-環AがAF性、あるいは、より広く、近似的
C[0, 1]性(AI性)や近似的C( )性(AT性)を持つならば、その固定環 と C*-接合積 ∗( , , ) 
が同じ性質を持つことが大坂-Phillips の研究で示されている(大坂-Phillips, Math. Z 
2012)。 
 
（２）C*-環の包含関係が綿谷指数有限でない整数群Zによる接合積の場合も作用αのロホリン
性が鍵であり、1998 年に岸本が、ただ一つのトレース的状態τを持つ、単純な、AT環Aにおい
て、①αがロホリン性を持つ、②0 でないm に対して が一様外部性を持つ、③αが GNS 表現
環 ( )の弱閉状に非周期な自己同型写像として拡張できる、④接合積 ∗( , , ) がただ一
つのトレース的状態を持つ、 ⑤ ∗( , , ) が実階数0をもつが同値であることを示している。
特に、αが近似的内部性を持つとき、上の条件と(vi) ∗( , , ) が実階数0であるAT環になる
ことが同値になる。これらの結果を、実階数0をもつ AT環を含む、Lin の意味でトレースラン
クゼロを持つクラスの中で、ただ一つのトレース的状態τを持つ、単純な C*-環A上の自己同型
写像が、ロホリン性より弱いトレース的ロホリン性をもつ場合に拡張できた(大坂-Phillips, 
Ergod. Th. Dynamics. Sys. 2006)。最近は、松井-佐藤によりロホリン性より弱い様々な外
部性自己同型写像について調べられており(松井-佐藤, Amer. J. Math. 136 (2014), no.6, 
1441-1496; Comm. Math.Phys. 314 (2012), no.1, 193-228)、単純 C*-環の分類理論に応用さ
れている。また、Pasnicu-Phillips により(Pasnicu-Phillips, J. Funt. Anal. 269 (2015), 
no.4, 915-967)、各点強外部性（ロホリン性より弱い）に関連する離散群の作用が定義され、
射影作用素に関連するイデアル性質や SP 性の C*-環の不変性の C*-力学系における安定性が
調べられている。 
 
（３）より一般的な C*-環の包含関係 P ⊂ A を解析するために、綿谷の意味で有限である条
件付き期待値 E: A → P に対してロホリン性を定義し、大坂-Phillips の結果を拡張すること
ができた(大坂-小高-照屋. Contemporary Math. 2009)。ちなみに、有限群Gから単純 C*-環A
への作用α：G → Aut(A) の場合、E: A →  がロホリン性を持つことと泉の意味で作用αがロ
ホリン性を持つことは同値である。この方法を推し進め、単純 C*-環の分類で非常に重要な性
質である、Jiang-Su 環安定性、分解ランク有限性、核型次元有限性、Cuntz 半群の強比較性の
遺伝性につい明らかにした(大坂-照屋, Trans. Amer. Math.Soc.2014)。さらに、条件付き期
待値 E: A → P に対してロホリン性より弱いトレース的ロホリン性を定義し、上記の性質につ
いて解析した(大坂-照屋, Canad. J. Math. 改訂中, 2015)。一方、ヒルベルト C*-加群上へ
の離散群からの作用にロホリン性を定義し、有向グラフから導入される Cuntz-Pimsner 環上
へのゲージ作用がロホリン性を持たないことを示した(Dey-大坂-Trivedi, 2016)。 
本研究計画は、Pasnicu-Phillips、松井-佐藤らより定義された、離散群Γ上のロホリン性よ

り弱い外部性をもつ作用の性質と条件付き期待値 E: A →  (あるいは, E: ∗( , , ) → )
との自然な関係を明確にし、より一般的な C*-環の包含関係P ⊂ A上に定式化し、Jiang-Su 環
安定性、分解ランク有限性、核型次元有限性、Cuntz 半群の強比較性等の遺伝性について明ら
かにするとともに、複雑系におけるハウスドルフ次元や相関次元に関連する性質を作用素環
を通して明らかにする基盤研究である。 
 

２．研究の目的 
上記の研究背景およびこれまでの研究成果を下に、本研究は C*-環の包含関係P ⊂ A上にお
ける条件付き期待値E: A → Pへの様々な条件を検討し、C*-接合積の分類に展開するとともに
自己相似集合X上の様々な条件とそれから導入される Cuntz-Pimsner 環 の不変的性質との
対応を明らかにするための基盤となる研究を行う。具体的には以下のことを明らかにする。 

 
（１）Aが単純AF環、P ⊂ Aが綿谷指数有限であるならば、Pの安定階数はいつでも 1であ  る
ことを示す（つまり、任意の元a ∈ PがPに属する逆作用素で近似できることを示す）。これは
Blackadar 氏により 1988 年に提示された問題であり、Pの安定階数が 2以下であることは大坂
より示されているように 1988 年に提示された問題であり、Pの安定階数が 2 以下であること
は大坂より示されている(Intern.J. Math. 19(2008), 1011-1020)。 

 
（２）射影作用素を用いず、正値作用素を用いて定義されている有限群G上の様々なタイプ   
のロホリン作用を綿谷指数有限な C*-包含関係P ⊂ A上に定式化することを試みる。 

 
（３）Jiang-Su 環安定である単純 C*-環A上において、射影作用素を用いず、正値作用素    
を用いて定義されている整数群Z上の様々なタイプのロホリン性を持つ自己同型写像αを考え
るとき、その接合積 ∗( , , )が Jiang-Su 環安定になるかどうか解析する。 



 
（４）有限群 Gから Cuntz 環 上への亜自由作用がロホリン性を持つかどうかをヒルベルト C*-
対応から導かれる C*-環と作用に変換し、Dey-大坂-Trivedi の判定法を用いて解明する。 

 
（５）自己相似集合X上の様々な条件がそれから導かれるCuntz-Pimsner環 のどんな性  質
に対応するか明らかにする。例えば、梶原-綿谷より、自己相似集合Xを導く相似変換の組が開
集合条件を満たすことと が単純であることが同値であることが示されている (梶原-綿谷, 
J. Operator Theory,56(2006), no.2, 225-247)。 

 
（６）ツァリスエントロピーのようにフラクタル次元（ハウスドルフ次元、相似次元等）に関連  
するエントロピーを新しく構成する。 

 
３．研究の方法 
（１）綿谷指数有限である C*-環包含関係P ⊂ Aにおける安定階数の評価の決定（大坂が担当）
C*-環Aの安定階数が 1 であるとは、Aの任意の元がA に属する逆作用素で近似できることをい
う。綿谷指数有限の下で、この性質のPへの遺伝性を解明する。 
① AがAF 環であるときの決定 

大坂の研究(Intern.J.Math.19(2008),1011-1020)で、Aが単純であるとき、Pの安定階数は 2
以下であることが示されている。この単純性を外した場合、安定階数 2 以上を持つPが構成
できるかどうか調べる。 

② Aが安定階数 1をもつ一般の単純 C*-環であるときの解析 
C[0, 1] ⊗  は、単純環でなく、かつ、安定階数 1であるが、その固定環( [0,1] ⊗ )
で安定階数 2を持つ部分環が存在する。この例を用いて、帰納的極限等を考えて、単純 C*-
環で安定階数を持つが、その固定環が安定階数 2以上を持つ例が構成できるか試みる。その
一方で、Aが単純 C*-環で安定階数 1を持つとき、C*-環包含関係P ⊂ AのPが安定階数 1を持
つことを、大坂のメソッドを発展させ直接証明することを試みる。 

 
（２）射影作用素を用いないロホリン性に対応する条件の C*-環包含関係P ⊂ Aへの定式化(大坂、
照屋が担当) 
① ∩ を用いての定式化 

泉が行ったように、有限群Gからの作用のロホリン性を ∩  を用いて定式化をする。 
② C*-環包含関係P ⊂ Aへの定式化 

①における特徴付けと同値な条件を、自然な条件付き期待値E: A → に設定する。従来のロ
ホリン射影作用素に対応するロホリン正値作用素を定式化すれば良いと予想されるが、1の
分解に対応するロホリン正値作用素のタワーをE を用いて定式化するのは今のところ困難
である。 

③ ホップ代数からの解析 
C*-環包含関係の具体例であるホップ代数におけるロホリン性を持つ作用の定式化を試み、
一般の C*-環包含関係への定式化を予想する。 

④ 埋め込み写像 ↪ の構成 
従来のロホリン性と異なり埋め込み表現 ↪ を構成するのは困難であると予想される。
完全正値写像のネットを用いて近似的に表現が構成できるのではと期待している。 

 
（３）整数群Zによる接合積における Jiang-Su 環安定性の遺伝についての解析(大坂、照屋が
担当) 

 単純 C*-環の分類問題において Jiang-Su 環安定性は必要条件と認識されており、Jiang-
Su 環安定性を持つ単純 C*-環A上の自己同型写像から導かれる接合積への遺伝性が調べら
れている。松井-佐藤 (Acta Math. 209(2012), no.1 193-228) は、Aがただ一つのトレー
ス状態を持つとき、それ上の強外部性を持つ自己同型写像は、Aの Jiang-Su 環安定性をそ
の接合積に遺伝することを示しているが、端点性を持つトレース状態が無限個ある場合は
不明である。これらを解析するために、大坂-Phillips で調べられたトレース的ロホリン性
について再考し、トレース状態への条件なしで Jiang-Su 環安定性の接合積への遺伝性を示
す。Hirshberg-Orovitz (J. Funct. Anal. 254 (2008), 145-153)により、上記より弱い仮
定の下で Jiang-Su 環安定性が示されているが、この仮定を外すことを試みる。 

 
（４）有限群Gから Cuntz 環 への亜自由作用のロホリン性の解明（大坂が担当） 

設定を有向グラフから構成される Cuntz-Pimsner 環と有限群からの作用に変換し、Dey-大
坂-Trivedi の判定を用いて解明する。置換群など具体的な群の場合をまず考察する。ロホ
リン性の判定が困難な場合は、saturated 性を持つかどうかを判定する。有限群から C*-
環への作用がロホリン性を持てば、saturated 性を持つことは、Jeong-Park (Intern. J. 
Math. 19 (2) (2008), 125-144)らによって証明されている。 

 
（５）自己相似集合 X上から構成される Cuntz-Pimsner 環 の不変性について（大坂が担当） 



大学院生にシェルピンスキーのガスケットなど具体的なフラクタル図形を構成する相似変
換の特徴ある性質を抽出していただき、それが にどのように反映するか解析する。 

 
（６）エントロピーの構成（大坂が担当） 

  ここ数年研究代表者が取り組んできた作用素平均を用いて関連する不等式を構成する。
その際、フラクタル次元（ハウスドルフ次元、相似次元）に関連するツァリスエントロピー
を解析し、付随する Cuntz-Pimsner 環にどのように反映するかを調べ、新しいエントロピー
の導入を検討する。 

 
４．研究成果 
（１）佐藤氏の結果(Adv. Stud. Pure Math., 80, Math. Soc. Japan, Tokyo, 2019)を用いて、
当初目的としていた有限群から CAR 環上への任意の作用から生成される接合積の安定階数が 1
を持つことが示せた。より一般的に、安定階数 1をもつ与えられた単純 C*-環 Aのトレースから
なる空間T(A)上にある種の条件がある場合に、任意の有限群からAへの作用から生成される接合
積が安定階数 1 を持つことが示せる。このT(A)への条件を外せるかどうかは今のところ未解決
である。(H. Osaka, arXiv:1708.02665) 
 
（２）Hyun Ho Lee氏との共同研究において, Balark, Szabo氏らによって定義されたC*-環
間のsequentially split *-homomorphism のトレース版を定義し,C*-環の分類問題に関連す
る環の不変性質(単純性、単純かつ安定階数1、単純かつ実階数０，単純かつJiang-Su環安定
性、Cuntz半群の単純かつ強比較性、単純かつ強安定性) が値域のC*-環から定義域のC*-環に
遺伝することを示した. 応用として,  綿谷指数有限なC*-環のペアが大坂-照屋の意味でトレ
ース的ロホリン性を持つならば、その自然な埋め込み表現が、Lee-大坂の意味でのトレー
ス的sequentially split *-homomorphismを持つことを示した。 
 

（３）Hyun Ho Lee 氏との共同研究において、Phillips 氏により有限群上で定義されたトレー
ス的近似表現可能な作用を、綿谷指数有限な C*-環のペアに拡張し、このペアが大坂-照屋の意味
でトレース的ロホリン性を持つこととその Basic construction のペアがトレース的近似表現を
持つことが同値であることを示し、接合積の場合の拡張をおこなった。 
 
（４）Hyun Ho Lee 氏との共同研究において、射影作用素を持ち得ず正値な作用素を用いて
特徴付けられる、有限群から単位元をもつ C*-環への一般化されたトレース的ロホリン作用
を、綿谷指数有限な C*-環のペアに拡張し、一般化されたトレース的ロホリン作用の双対作
用のトレース的近似的表現性を定義し、Phillips 氏の有限群からの C*-環上のトレース的ロ
ホリン性を持つ作用とその双対作用のトレース的近似表現可能性の同値性の結果を拡張し
た。その際有効な道具として、Balack,Szabo 氏らによって定義された C*-環 A から C*-環 B
への sequentially split *-homomorphism の ordered zero の完全正値写像版を導入した。 
 
（５）Dinh Trung Hoa 氏と和田氏との共同研究において、ヒルベルト空間上の正値線形写像
のクラス上で定義される作用素平均を、正値な作用素単調関数のクラスを用いて特徴付けること
を試みた。例えば、与えられた作用素平均を保存する作用素単調関数 f が存在することと、
作用素平均及び f が重み付き harmonic mean になることが必要十分条件であることを示し
た。 
 
（６）Golla Ramesh 氏との共同研究において、行列環における最大固有値を求めるペロンーフ
ロビネンスの定理は有名であるが、無限次元ヒルベルト空間 H においてこのような性質を持つ
作用素を norm attaininig  作用素（Nクラス）と呼ばれる。Hにおける任意の 0でない閉部分
空間に制限してもこの性質を持つクラスを AN クラスと呼ばれる。ANクラスは多元環構造を持た
ないが、正値な AN クラスは特徴付けられており、正値なコンパクト作用素と自己共役な有限階作
用素と単位元の正値スカラー倍の和と表現される。この正値な ANクラスを保存する正値な線形
写像の特徴付けを行った。 
 
（７）Santanu Dey氏、Priyabrata Bag氏との共同研究において量子情報理論における密度状
態のエンタングルメント性に関する幾何的不和と密度状態の部分転置後の負の固有値の分布と
の関係における予想に対して具体的な反例を可算無限個構成すると共に数学的な評価式を提出
した。また、千葉大学教授渚勝氏も参加し、任意の自然数n, m に対して、  と のテンソル
積 ⊗ における状態のSchmidtランクが2,3,4以上の状態しか存在しない部分空間を行列の
テクニックを用いて構成した。これらは、エントロピーの評価に応用できる可能性がある。 
 
（８）Rajarma Bhat 氏との共同研究において、量子情報理論における大きな問題になっている行
列環間における正値線形写像のテンソル正値不変性に関する結果を C*-環レベルで提出した。こ
れは、2007 年の Piani 氏らの結果の一般化であり、しかも証明は冨田ー竹崎の理論を使用する
が、明確になっている。 
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