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研究成果の概要（和文）：　ウィーナーによる一般調和解析に端を発する中心モリー空間を基礎として種々の関
数空間を構成し、それらの上での特異積分作用素、リースポテンシャルなどの有界性を得るとともに、より広い
関数空間に適用できるように修正・一般化された作用素の有界性を得て、これまでの関数空間と作用素の有界性
の理論を拡張した。また、これらの有界性と既存の関数空間上での作用素の有界性とのB_σ-関数空間による統
合により、B_σ-関数空間の理論の有効性を示すことができた。さらに、変動指数をもつ関数空間についても、
変動指数をもつ中心モリー型空間を導入し、その上でのリースポテンシャルの弱有界性を得て、作用素の弱有界
性の理論を展開した。

研究成果の概要（英文）： On the basis of the central Morrey spaces, which originated in Nobert 
Wiener's generalized harmonic analysis, we constructed several function spaces and together with 
obtaining the boundedness of singular integral operators, Riesz potential operators, and so on, on 
their function spaces, by modifying and generalizing operators in order to apply to larger function 
spaces, extended the theory of function spaces and boundedness of operators. Moreover, by virtue of 
giving unification to the above boundedness with the boundedness of operators on existing function 
spaces using the B_σ-function spaces, we could show the validity of the theory of B_σ-function 
spaces. Furthermore, also concerning the function spaces with variable exponent, we introduced the 
central Morrey type spaces with variable exponent and by getting the weak boundedness of Riesz 
potential operators on them, developed the theory of the weak boundedness of operators.

研究分野： 実解析学

キーワード： 関数空間　多項式増大度　作用素の有界性　特異積分　リースポテンシャル　変動指数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　既存の関数空間と作用素の有界性についての研究は、広範な応用を持ち、特に非線形偏微分方程式の解の適切
性を考える上で、解の存在する関数空間の決定に重要な役割を果たしてきた。本研究では、既存の空間よりも広
い多項式増大度を持つ関数空間や位置によって可積分性が変動する関数空間等の構成、それらの空間の解析のた
めの作用素の修正・一般化、そしてこれまでの作用素の有界性の統合により、関数空間と作用素の有界性の理論
を進展させることができた。このことが本研究の学術的意義であり、広範な応用における問題解決のために適切
な関数空間を設定することにおいて、関数空間の設定範囲を広げられたことは大きな意義があると考えられる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
Beurling (1964)による Wiener の一般調和解析に端を発する  空間の導入後、Feichtinger 

(1987)により、  空間が Herz 空間の特別な場合であることが示され、さらに 1989 年の Chen,  

Lau ( 1 次元)、Garcia-Cuerva (  次元) による  空間の前双対空間上での Fefferman-

Stein 理論の構築により、有界平均振動(BMO)空間を含む central 平均振動(CMO)空間が構成さ

れ、極大作用素、特異積分作用素の有界性の評価が得られ、  空間が実解析の枠組みの中での

研究対象となった。その後、多くの研究者により、  空間を特別な場合として含む Herz 空間上

での作用素の有界性が盛んに研究されてきたが、  空間は critical な Herz 空間であることか

ら、作用素の有界性の評価の観点からは理論が整備されてこなかった。ところが、2000 年にな

って、Alvarez, Guzman-Partida, Lakey により，Garcia-Cuerva, Herrero (1994)により導入さ

れた  空間を含む central Morrey 空間、また  空間を一般化したλ-CMO 空間が構成さ

れ、特異積分作用素、交換子作用素等の有界性が示され、さらに Fu，Lin，Lu (2008)により、

Riesz ポテンシャル(分数べき積分作用素)に対する作用素および交換子作用素の有界性、多重

準線形作用素の有界性の結果が得られていた。このような研究状況の中で、これまでの実解析学

の理論を適用できる広範な関数空間の構築と統合を目標として、研究代表者は分担者らととも

に、先行研究として、 -Morrey-Companato 空間の導入と Riesz ポテンシャルの有界性に伴う

新しい Lipschitz 空間、BMO 空間の構成、 -Morrey 評価および -Campanato 評価による特

異積分作用素の有界性の統合、交換子作用素と -Morrey-Campanato 空間との間の有界性など

についての結果を得ていた。 

 
２．研究の目的 
本研究では、当初の目的が「一般調和解析に端を発する関数空間の拡張と統一」の理論の構築

であったが、上述の背景のもとに、実解析学の理論を適用できる広範な関数空間の構築と統合を

目指して、次の４つの局面から接近することを目的とした。 

(1) いろいろな関数空間の Orlicz version の適切な定義を定め、種々の性質を調べるととも

に、これらの関数空間上で作用素が有界となるための条件を決定する。 

(2) いろいろな関数空間の変動指数 version についてもその適切な定義を定め、種々の性質

を調べるとともに、それらの上で作用素が有界となるための条件を決定する。 

(3) 関数空間の一般化として新しく central Campanato 空間および一般化 σ-Lipschitz 空

間を構成し、central Morrey 空間およびλ-CMO 空間上で -modified Riesz ポテンシャルが有

界となるための条件を決定する。さらに，いろいろな作用素の適切な modified 作用素の定義を

定め，これらの作用素が上記の関数空間上で有界となるための条件を決定する。 

(4) 関数の掛算作用素といろいろな作用素との多重線形交換子作用素について、 -Morrey-

Companato 空間上で有界となるための条件を決定し，作用素の有界性を統合する。さらに、重み

付き -関数空間の適切な定義を定め、これらの関数空間上で作用素が有界となるための重み

が持つべき条件を決定し、重み付き関数空間上での作用素の有界性を統合する。 

 
３．研究の方法 
新たな関数空間を構成し様々な性質を調べて作用素の有界性の問題を研究するために，先ず

これまでに研究されてきた多くの関数空間とその上の作用素の有界性についての結果を調査・

整理し，問題点を見出し、次にこれらの問題点の解決とともに新たな関数空間を定義し，作用素



の有界性の統合の研究を進展させた。そのために、上記の研究の目的で示した(1)～(4)に沿って、

それぞれ内外の研究協力者を随時加え、個別研究の推進とともに共同研究を進めた。また、国内

外の学会および研究集会に参加して、研究成果の発表・意見交換・情報交換を行うとともに、最

新の研究情報の収集により研究の再検討に結び付けることができた。特に、海外研究協力者を訪

問しての討論による研究の深化により、新たな関数空間の構成のための新たなる根拠を得て、研

究をさらに再検討・推進した。 

 
４．研究成果 

(1) 関数空間の Orlicz version と作用素の有界性： 

 海外協力者の Maligranda との共同研究により、central Morrey-Orlicz 空間を導入し、先ず

特異積分作用素が central Morrey-Orlicz 空間上で有界となるための条件を求め、次に異なる

central Morrey-Orlicz 空間の間で有界となるための条件を求めた。さらに、新しい関数空間で

あるλ-central mean oscillation(CMO)-Orlicz空間、弱λ-CMO-Orlicz空間を定義して、central 

Morrey-Orlicz 空間からλ-CMO-Orlicz 空間、弱λ-CMO-Orlicz 空間への有界性を示した。 

 続いて、「central Morrey-Orlicz 空間上での Riesz ポテンシャルの有界性」の共同研究を始

めたが、その際、古谷、佐藤 (2017)の結果により、Hardy-Littlewood-Sobolev 型の Adams 型有

界性は central Morrey 空間上では成り立たないことが判明していたことから、急遽、Spann 型

有界性が成り立つための条件の検討を始めることになった。 そして、その検討の過程で新たな

研究協力者 Burtseva を加え、強有界、弱有界となるための Orlicz 空間論的意味合いを示す適

切な条件を見出すことに成功した。 

 引き続き、「central Morrey-Orlicz 空間上での modified Riesz ポテンシャルの有界性」の共

同研究を始めたが、Riesz ポテンシャルの有界性と同様に、Adams 型有界性が central Morrey 空

間上では成り立たないという事情により、Spann 型有界性が成り立つための Orlicz 空間論的意

味合いを示す条件を見出すことを始め、ある程度までの結果を導けたが、まだ条件の妥当性の吟

味中であり、発表の段階には至っていない。 
 

(2) 関数空間の変動指数 version と作用素の有界性： 

 研究分担者の水田との共同研究において、先ず central Morrey type 空間、弱 central Morrey 

type 空間を定義し、最大作用素の central Morrey type 空間上での弱有界性を示した。次に、

Riesz ポテンシャルの拡張である一般化 Riesz ポテンシャルを定義し、central Morrey type 空

間上で弱有界となるための条件を求めた。 

 続いて、新たな研究協力者の下村を加えて、距離測度空間上の  空間における最大作用素や

Riesz ポテンシャルの central Morrey type 空間上で弱有界となるための条件を求め、また

central Morrey type 空間の associate 空間を示した。さらに、 (·) 空間における変動指数を

もつ central Morrey type 空間上で最大作用素や Riesz ポテンシャルが弱有界となるための条

件を求めた。 

 

(3) 関数空間の一般化と modified 作用素の有界性 

 多項式増大度を持つ関数空間として、λ-CMO 空間の一般化である central Campanato 空間を

導入し、その上での Riesz ポテンシャルの有界性の研究を始めた。そのために、modified Riesz

ポテンシャルをさらに modify した -modified Riesz ポテンシャルを定義し、その有界性につ

いて、既に得られていた modified Riesz ポテンシャルのλ-CMO 空間上での有界性が、central 

Campanato 空間、一般化σ-Lipschitz 空間、一般化σ-BMO 空間を用いることにより、 -modified 



Riesz ポテンシャルのλ-CMO 空間上での有界性に拡張できることを示した。 

 また、 -関数空間と作用素の有界性についても、 -modified Riesz ポテンシャルの -

Morrey 空間上での有界性を示すことにより、Morrey 空間上と central Morrey 空間上の両方の

有界性の結果を、これも central Campanato 空間、一般化σ-Lipschitz 空間、一般化σ-BMO 空

間を用いて得ることができた。なお、この結果の論文は雑誌に掲載が決まっていたが、証明に不

備をみつけたため掲載を取り下げ、不備を訂正した上で他の雑誌に投稿したため、発表時期が遅

れてしまった。 

 当初の目的であった -modified Rieszポテンシャルのλ-CMO空間を含むcentral Campanato

空間上での有界性については、Campanato 空間と central Campanato 空間の両方の空間上での有

界性の結果を統一的に示すことができる -Campanato 空間上での有界性についての検討を始

めたばかりであり、まだ結果を得るには至っていない状況である。 

 

(4) 多重線形交換子作用素と -関数空間上での有界性および重み付き関数空間上での作用素

の有界性： 

多重線形作用素の -関数空間上での有界性については、「 -Morrey 空間上での -

Campanato 関数と特異積分作用素との多重線形交換子作用素の有界性」に関して、λ-CMO 関数と

特異積分作用素との交換子作用素の有界性の結果からある程度の有界性の定式化が見いだされ

たばかりであり、その妥当性とともにこれから -Morrey 空間上で有界となるための条件を吟

味する状況である。 

また、重み付き関数空間上での作用素の有界性についても、「critical index を超えた index

をもつ weighted Herz 空間とその上での sublinear 作用素の有界性」に関して、power weight

の場合に結果を導いたが、やはり有界性の条件の妥当性を吟味している状況であり、結果を発表

するまでには至っていない。 

 

以上のように、当初の研究の目的とした(1)～(3)については、ある程度の結果を見出せたが、

(4)については結果を見出すには至らなかったので、実績を上げられなかった課題と共に課題番

号 20K03663 の基盤研究(C)(一般)の中で引き続き研究を進めていきたい。 
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