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研究成果の概要（和文）：本研究では、主に非線型分散型方程式に於ける散乱問題について考察した。次の研究
成果を得た：
（１）非線型項が３次のオーダーを持つ関数であるような空間３次元の非線型クライン・ゴルドン方程式の散乱
作用素が、入力データの滑らかさと減衰の強さを維持することを証明した。（２）非線型項が指数増大型の関数
であるような空間２次元の非線型クライン・ゴルドン方程式の散乱作用素が、入力データの滑らかさと減衰の強
さを維持することを証明した。（３）適当な条件を満たす相互作用ポテンシャルによる空間３次元の半相対論的
ハートリー方程式の散乱作用素が、入力データの滑らかさと減衰の強さを維持することを証明した。

研究成果の概要（英文）：In this study, we consider scattering problems for nonlinear dispersive 
equations. We obtain the following results:
(1) We considered the 3-dim. Klein-Gordon equations whose nonlinearity is cubic, and we proved that 
the scattering operator maintain the smoothness and decay of the input data. (2) We considered the 
2-dim. Klein-Gordon equations whose nonlinearity behaves like u(exp(|u|^2)-1), and we proved that 
the scattering operator maintain the smoothness and decay of the input data. (3) We considered the 
semi-relativistic equation whose interaction potential satisfies some suitable conditions, and we 
proved that the scattering operator maintain the smoothness and decay of the input data.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 非線型分散型方程式　散乱作用素　ソボレフ空間

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究で得られた成果を分かりやすく述べると、「入力データとして与えた関数（実験の世界では粒子に相当）
が滑らかだったり、遠方で減衰するものであったら、滑らかな非線型相互作用によって変化した出力データも同
程度以上の滑らかさや減衰性をもつことを示した」となる。純粋数学的には散乱の逆問題に応用が可能と思われ
る。また、粒子の実験を行う際の有用なヒントにもなりうる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
＜対象となる偏微分方程式＞ 
 
非線型分散型方程式（例：非線型シュレディンガー方程式、ハートリー方程式、非線型クライ

ンゴルドン方程式、非線型ディラック方程式、KdV 方程式）は、古典場や非線型波動を記述す
る重要な方程式であり、これまでに多くの研究がなされている。 
 
＜解の存在について＞ 
 
一部の例外を除き、非線型分散型方程式は解析的に解を求めることは不可能である。そこで、

関数解析学的手法（縮小写像の原理、調和解析学等）を用いて、解の存在定理を数学的に証明す
ることが重要となる。更に、時間大域解の漸近挙動や形状（滑らかさ、減衰の速さ）を調べるこ
とは、純粋数学のみならず、物理学・工学的にも本質的な課題である。 
 
＜散乱問題＞ 
 
時間大域解が時刻無限大で自由解（摂動項が無い方程式の解）へ漸近するとき、非線型項は「短

距離型」であるという。更にこのとき、波動作用素・散乱作用素の存在が予想される。非線型項
が短距離型であることや散乱作用素の存在は、非線型効果が限定的であることを指し、種々の現
象を理解するうえで大変有用な鍵となる。非線型分散型方程式に於ける散乱作用素の存在定理
については、古くから多くの研究がなされているが、近年でも重大な結果が多く報告されている。
一方で、いまだに解決されていない重要な問題も山積している。非線型クラインゴルドン方程式
や非線型ディラック方程式は、非線型シュレディンガー方程式に比べ証明に使えそうな道具が
不足しているため未解決部分が多く、今後の解明が強く期待されている。 
 
ここで散乱作用素たちの定義を詳細に述べたい。B(H)をヒルベルト空間 H の 0 近傍とし、

もし以下の事柄が成立するとき波動作用素 W:f→g が B(H)上で定義される：B(H)に属する入
力データ f(x)を与えると、「f を初期データとする自由解」へ、時刻が負の無限大の時に H の位
相で漸近する非線型解（初期データは g）が存在する。また、もし以下の事柄が成立するとき逆
波動作用素 V:f→g が B(H)上で定義される：B(H)に属する初期データ f(x)を与えると、或る自由
解（初期データは g）へ、時刻が正の無限大の時に H の位相で漸近する非線型解（初期データ
は f）が存在する。(g を出力データと呼ぶ。)合成写像 V◦W が定義できるとき、それを散乱作
用素 S と呼ぶ。 
 
＜滑らかさと減衰性の保存＞ 
 
 非線型項と入力データ（x を変数とする関数）が滑らかであった場合、出力データも滑らかで
あることは、「散乱作用素 S によるソボレフ空間 H^s の 0 近傍の像 S(B(H^s))が H^s 自身の部
分集合となる」ことを示せば良く、それは古くから得られている結果である。一方、入力データ
が無限遠方で減衰している場合、出力データも同程度以上に減衰していることは、「S による重
み付きソボレフ空間 H^(s,w)の 0 近傍の像 S(B(H^(s,w)))が H^(s,w)自身の部分集合となる」こ
とを示せば良い。この減衰性の問題は、非線型シュレーディンガー方程式の場合は作用素 J（後
述）が有効である一方、非線型クライン・ゴルドン方程式の場合は未解決であったが、研究代表
者により、ある程度解決した。 
 
 
２．研究の目的 
 
上で述べた、「滑らかさと減衰性の保存」について、更なる有用な定理を得ること。例えば、入
力データがシュバルツ空間に属するときに、出力データも属することを示すこと。また、非線形
項の滑らかさと出力データの性質の関係性を発見すること。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 調和解析学、双曲面上の幾何学、関数空間（ルベーグ空間、ソボレフ空間、ベゾフ空間、ロ
ーレンツ空間）の諸理論を用いて研究を行う。 
 



(2) 非線型シュレディンガー方程式の散乱問題に於いては、ガリレイ変換の生成作用素 J が有
効である。この J を適当に修正することで、非線型クラインゴルドン方程式等の散乱問題へ応
用できることが近年判明している。本研究では、修正された J を詳細に解析し、種々の方程式
へ応用していく。 
 
(3) 得られた手法をさらに改良することで、様々な非線型分散型方程式の重要な未解決問題へ
の応用を図る。 
 
(4) 得られた研究成果は、研究集会・学会での発表、国際学術雑誌への投稿・掲載を通して周知
させる。 
 
 
４．研究成果 
 
ここでは、３つの結果について報告する。 
 
（A）（論文）H. Sasaki, The scattering problem for the three-dimensional cubic nonlinear 
Klein-Gordon equation with rapidly decreasing input data, J. Differential Equations 
268 (2020), 7774--7802. 
 
（概要）非線型項 N(u)が３次のオーダーを持つ関数であるような空間３次元の非線型クライン・
ゴルドン方程式の散乱作用素 S が、入力データの滑らかさと減衰の強さを維持することを証明
した。特に、「入力データが急減少関数であるとき、出力データも急減少関数である」ことを初
めて証明した。さらに、「入力データが指数関数的に減衰し、更に或る条件を満たしているとき、
対応する出力データ（とその偏導関数たち全て）も指数関数的に減衰する」も示した。証明のキ
ーとなるのは「クライン・ゴルドン方程式と相性の良い微分作用素」及び「重み付き微分作用素
の精密な解析」である。 
 
（B）（論文）H. Sasaki, Remark on the scattering operator for the two-dimensional 
nonlinear Klein-Gordon equation with exponential nonlinearity, Kyushu J. Math. 78 
(2024), 91—117. 
 
（概要）非線型項 N(u)が指数増大型の関数であるような空間２次元の非線型クライン・ゴルド
ン方程式の散乱作用素 Sが、入力データの滑らかさと減衰の強さを維持することを証明した。特
に、「入力データが急減少関数であるとき、それを散乱作用素で写した出力データも急減少関数
となる」と「入力データが指数関数的に減衰し、更に或る条件を満たしているとき、対応する出
力データ（とその偏導関数たち全て）も指数関数的に減衰する」ことを示した。証明のキーとな
るのは「クライン・ゴルドン方程式と相性の良い微分作用素」及び「重み付き微分作用素の精密
な解析」である。 
 
（C）（論文）H. Sasaki, Remark on the scattering operator for the semi-relativistic 
Hartree equation, to appear in Adv. Stud. Pure Math. 
 
（概要）「遠方で多項式（の逆数）より速く減少する」相互作用ポテンシャル V(x)による空間３
次元の半相対論的ハートリー方程式の散乱作用素 S が、入力データの滑らかさと減衰の強さを
維持することを証明した。特に、「入力データが急減少関数であるとき、それを散乱作用素で写
した出力データも急減少関数になること」を証明した。証明のキーワードは「端点ストリッカー
ツ型評価」「非斉次ベゾフ空間を用いた不等式」「入力データと相互作用ポテンシャルに依存して
定まる適切な関数空間」である。 
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