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研究成果の概要（和文）：非圧縮性Navier-Stokes方程式の初期値境界値問題および解の正則性の研究を行っ
た．特に3次元半空間上のNavier-Stokes方程式の初期値境界値問題に対しエネルギーが無限大となる初期速度場
に対して，時間大域的な弱解が存在することを示した．また解の正則性に関する研究として，初期速度場の規格
化されたエネルギーがある近傍で十分小ければ，その弱解は少なくとも短時間は空間局所的に滑らかであること
を示すことができた．また，重み付きの2乗可積分空間に属する初期値に対し，弱解が滑らかとなる領域につい
て新しい評価を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：We studied the initial-boundary value problem and regularity of the 
solutions to 
 the incompressible Navier-Stokes equations. In particular, it was shown that there exist global in 
time weak solutions for the initial-boundary problem for the Navier-Stokes equations in the three 
dimensional half space for initial data with infinite energy. As for regularity of the solutions, we
 showed that if a scaled energy of the initial velocity is sufficiently small in some neighborhood, 
the weak solution is locally smooth at least for a short time. Furthermore, we obtained new 
estimates on regions where the weak solutions are smooth for initial data in the weighted spaces of 
square integrable functions.

研究分野：非線形偏微分方程式

キーワード： 非線形偏微分方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
非圧縮性Navier-Stokes方程式は流体力学の基礎方程式としての重要性から古くから多くの研究が行われてい
る．しかし，方程式のもつ非局所性から生じる困難から，エネルギーが無限大となるような特異性をもつ速度場
の研究は未解明の部分が多かった．本研究では非局所性を扱う上で鍵となる圧力の評価に関して新しい技術を導
入することにより，弱解の時間大域的存在や局所正則性に関する成果を得ることができた．今回用いられた手法
は非圧縮性粘性流体の数理解析における今後の研究においても有用になると期待できる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

非圧縮性 Navier-Stokes 方程式は流体力学に現れる基本的な非線形偏微分方程式であり，数学
解析の観点からも古くから研究が行われている．しかし方程式に備わるエネルギーによる解の
制御が困難なため，時間大域的正則性の問題等の多くの課題が残されている．近年，Jia 

Sverak (2014)等により，初期値（初期速度場）の局所的な正則性が解にどのように伝播するか
という局所平滑化の研究の重要性が指摘されている．関係する先行研究としてCaffarelli, Kohn, 

Nirenberg (1982), Tao (2013) 等があるが，スケーリングの観点から予想される最良の結果は得
られていなかった．また適用可能な解のクラスや解析手法に違いがあった． 
 
 
２．研究の目的 

本研究の目的は非圧縮性 Navier-Stokes 方程式等の非線形偏微分方程式に関して，解の局所平
滑化の研究を行うことである．特にこれまで得られていた種々の結果を統一的な観点から理解
し,  また改良された評価を導出することを目標とする．これに関連して解に対する非局所的な
影響を詳細に調べるために，正則性理論が適用可能な解のクラスを拡張し，エネルギーが有限
とは限らない弱解の構成とその基本的な性質を研究する.   
 
 
３．研究の方法 

非圧縮性Navier-Stokes方程式の解の局所平滑化を研究するためには非局所的な効果を伴う圧力
項の取り扱いが鍵となる．しかし境界のある領域において精密な評価を行う際は特に多くの困
難が生じる．まず半空間の場合に，エネルギーが有限とは限らない解についても収束するよう
な圧力に対する積分公式を導出する．また解の局所解析のために blow up argument や線形
Stokes 方程式の評価等の手法を用いる． 
 
 
４．研究成果 
（１）3 次元半空間における非圧縮性Navier-Stokes 方程式の初期値境界値問題の可解性の研究
を行った．この問題に関しては Lemarie-Rieusset（1999）が 3 次元全空間で定義された初期値
問題に関して，エネルギーが無限大となる初期速度場に対しても，時間大域的弱解が構成でき
ることを示している．同氏は一様局所型 L²空間を導入し，初期速度場がこの空間に属している
ならば局所エネルギー不等式を満たす弱解が存在することを証明している．本研究では，この
結果を参考に 3 次元半空間において時間大域的な弱解の構成を行った．証明では一様局所型空
間における時間局所的な可解性および半空間における圧力の表現公式を用いた解析が鍵となる．
応用として，解の爆発時刻付近でのスケール不変ノルムの発散についての結果を得た．これは
Barker-Seregin による結果(2017)の別証明を与えている．本成果は前川泰則氏(京都大学)およ
び Christophe Prange 氏(CY Cergy Paris 大学)との共同研究である（Communications in 
Mathematical Physics,  (2019))． 
 
（２）非圧縮性Navier-Stokes方程式の弱解の局所平滑化の研究を行った．特にエネルギーが空
間局所的に有限となる初期値が，ある空間近傍で高い正則性を持つ場合に，解がその近傍にお
いて滑らかであるかを考察し,初期値が局所的に 3 乗可積分であれば，suitable weak solution と
よばれる弱解は，その空間近傍で短時間は滑らかになることを示した．同種の結果は Jia, 
Sverak (2014)により p>3 となる p乗可積分性をもつ初期値の場合に対して示されていたが，本



研究はこれを方程式のスケール臨界指数である p=3 の場合に拡張したものである．今回の結果
の応用として，一様局所型 Lｐ関数を初期値とする suitable weak solution の時間局所的な最大値
評価を得ることができた．本成果は Kyungkeun Kang 氏(Yonsei 大学)および Tai-Peng Tsai 氏
(British Columbia 大学)との共同研究である(International Mathematics Research Notices, 
(2020)). 
 
（３）非圧縮性Navier-Stokes方程式の局所平滑化の問題を（２）とは異なる新たな手法を導入
して考察し，初期値の正則性について，より弱い条件下でも弱解は時空局所的には滑らかであ
ることを示した．具体的には初期値の規格化された局所エネルギーが, ある空間近傍で十分小さ
ければ，その近傍において suitable weak solution が短時間は滑らかであることを示した．規格
化されたエネルギーは実解析学の分野等で古くから研究されている Morrey ノルムと密接な関
係をもつ他，スケール不変性をもつ物理量としても自然な尺度である．応用として，重み付き
L²空間に属する初期値に対して，局所エネルギー解とよばれる弱解が正則となる時空領域に関
する評価を得ることができた．同種の評価は通常の L²空間については Leray(1934)により，ま
た特定の重み付き空間に対しては Caffarelli, Kohn, Nirenberg(1982) および D'Ancona, 
Luca(2016)によって得られていたが，今回の研究では重みのクラスを従来の結果を含む形で一
般化することができ, 特に初期値の原点での特異性および無限遠での減衰と，解の正則性が保証
される時空領域について新しい評価を導くことができた．また特異点の研究に関して，I型と呼
ばれる条件を満たす特異点が存在したならば，その近傍において，規格化された局所エネルギ
ーの集中が起こることを示した．このような特異点近傍における集中現象は非線形熱方程式や
分散型方程式においては知られていたが，非圧縮性Navier-Stokes方程式に対しては新しい知見
と思われる．また離散的自己相似解(discretely self-similar solution)とよばれる弱解の研究を行
い，解を不変とするスケールが大きすぎない場合は，弱解は時間大域的に滑らかであることを
示した. 本成果は Kyungkeun Kang 氏(Yonsei 大学)および Tai-Peng Tsai 氏(British Columbia
大学)との共同研究である(Pure and Applied Analysis, (2021)). 
 
（４）3 次元全空間で定義された非圧縮性 Navier-Stokes 方程式の局所エネルギー解(local 
energy solution)の正則性に関する研究を行った．重み付き L²空間に属する初期値に対する弱解
の正則性については，（３）の論文において考察しているが，今回は冪の指数に関する制約を外
すことに成功し，初期値の原点での正則性が高いほど，局所エネルギー解が滑らかになる領域
の評価が改良できることを示した．今回用いた手法を応用することで，局所的に p 乗可積分(p
は 3 以上)となる初期値に対する局所エネルギー解の一様ノルムの時間正則化レートについて評
価を得ることができる．これは先行研究の Jia，Sverak(2014)や Barker-Prange(2021)で得られ
ていた評価をある意味で改良するものとなっている．以上の結果の証明では初期値の正則性に
適合するスケール変換に関して自然な局所エネルギーを導入し，その時間発展の評価を行うこ
とが鍵となる．本成果は Kyungkeun Kang 氏(Yonsei 大学)および Tai-Peng Tsai 氏(British 
Columbia 大学)との共同研究である(Partial Differential Equations and Applications, (2021)). 
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