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研究成果の概要（和文）：  非圧縮性粘性流体運動の漸近的な挙動、安定性の解析をするのに、その非圧縮性の
拘束条件の困難を避ける為に人工的な圧縮性を導入した Chorin の方法を熱対流問題などに数値解析的に適用す
るとともにその正当性を考察した。時間無限大での定常解の安定性についてその正当性を証明した。　圧縮性粘
性流体の平面 Poiseuille 流の不安定性からの周期的進行波が分岐していることを解析的に示した。　水平領域
を占める非圧縮性粘性流体の自由表面問題の線形化方程式の解の時間減衰が代数関数的であることを示した。

研究成果の概要（英文）：(1) Analysis on asymptotic behaviors and their stability of incompressible 
viscous fluids is our subject. To avoid the constraint of incompressibility Chorin (1976) 
introduced an artificial compressibility in the mass conservation law. We examined its applicability
 to the pattern formations and their stability in heat convection problems. We justified the method 
analytically for the limit of compressiblity parameter tending to zero. (2) We proved that periodic 
traveling waves bifurcate from the instability of the plane Poiseuille flow of compressible viscous 
fluids for much smaller Reynolds number compared with incompressible case.  (3) We proved that the 
solutions of free surface flow of linearized Navier-Stokes equations in the infinite horizontal 
layer decay as an algebraic rate.

研究分野：非線形偏微分方程式

キーワード： 非線形偏微分方程式　Navier-Stokes equation　圧縮性粘性流体運動方程式　大域的解析　計算機援用
解析　自由表面問題　熱対流問題

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
流体運動方程式の解の挙動を大域的に解析することを目指した。その偏微分方程式系が非線形であり物理的な無
次元化などのパラメーターをいくつか含む。それらの解の挙動、安定性を解明したいが、系の非線形性やパラメ
ーターの値に依存して解は複雑に変化する。特別の場合を除いて解が陽に解析的に求められないために、パラメ
ーターによる特異摂動や分岐理論などによる解析とともに計算機援用解析が必要になる。熱対流問題、非圧縮性
粘性流体運動などでのパターン形成とそれらの安定性を調べるのに人工的圧縮性を導入し、数値的に調べるとと
もに、解析的にもその正当性を示した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
(1) Oberbeck-Boussinesq 方程式による熱対流問題 

水平な領域での平衡解(熱伝導解)からの分岐として、 Rayleigh 数が臨界 Rayleigh 数を少し

越えたところでのパターン形成、分岐構造、安定性などはかなり分かってきた。分岐理論の適

用を越えたところでのその分岐構造を調べるには数値計算が必要であり、その安定性を調べる 

Chorin の方法がある。数値的に適用してきたが、それを解析的に正当化したかった。 

 

(2) 圧縮性粘性流体の平面 Poiseuille 流の線形安定性解析で、不安定性が起こることを解析

的に示していた。その不安定性が Hopf 分岐を起こすことを示唆していた。 

 

(3) Navier-Stokes 方程式の水平な無限領域での自由表面問題で、表面張力のみが働く場合に

は、時間大域的な解の存在証明、漸近挙動が知られていなかった。 

 

２．研究の目的 

数理科学に現れる諸問題は、主に非線形の常微分あるいは偏微分方程式系の形で定式化され

る。それらの自然に現れ典型的な非線形系の数学的構造を解明する事を目的とする。即ち、解

の定性的性質、構造、それらの安定性を調べる事から進んで、解空間の構造、構造安定性、そ

の変化を自然なパラメー ターに依存した形で大域的に解析したい。 力学系、双曲型保存則、

流体方程式系等を主な対象として、線形近似や弱非線形理論などによる扱いを越えているため

に未解決である重要な問題を明確に定式化し、その非線形性と物理的に自然なパラメーターに

着目して、解空間における定常解、周期解のみならず一般の解の時間的遷移過程を調べるため

の解空間の大域的な特異性、構造とその変化を解明する。 

 

３．研究の方法 

非線形偏微分方程式系の解・解空間の大域的解析をめざす時、解空間でのパラメーターによる

解の分岐構造を調べることは、基本的な問題であり、分岐理論はその解析のための有力な方法

である。 しかしながら、それを具体的な問題へ応用するためには、単純分岐の場合でも証明の

困難な条件が仮定されている。 即ち、分岐を考察する点(解空間での点、即ち、解)において線

形化した系のスペクトルに関する情報が必要である。しかしながら、この線形系のスペクトル

の様子はもちろんのこと、 この線形系自身もあらかじめ与えられたものではない。何故なら、

この点(解)自身も、自明解の場合を除いては、非線形系を解いて求めなければならないもので

あるから。 このように非線形系の解をパラメーターの値に応じて構成的に求めるには、解析的

に求められる場合を除いて、計算機援用解析の方法が必須である事になる。更に、その結果の

保証を計算機援用証明法で行う事もめざす。 解析学にこれらの方法を取入れ得る状況になって

来た。こうして現在の解析学だけでは取扱えない部分を含む問題に対して、計算機援用解析の

方法を含んだ大域的な解析学として発展させる。 

 

４．研究成果 

(1) 非圧縮性粘性流体運動方程式の定常解(形成されるロール型や六角形型のパターン等)を求

める解析的および数値解析的方法として Chorin によって導入された (1967) のは、方程式系

の質量保存則に人工的圧縮性に当たる項(小さいパラメーターを含む圧力の時間微分項)を加え

て、その方程式系の時間発展の極限として求める方法である。それによって Oberbeck-



Boussinesq 方程式で記述される熱対流問題の例で数値的に定常解を得ていた。両者の方程式系

の定常解は、その摂動項の入れ方から同じ集合を成している事がわかるが、すべての定常解が

この方法で得られるわけではない。 

定常解の安定性、不安定性に注目して、この方法の数値計算による有効性を確認するととも

に、パラメーターが小さい時に解析的にその正当性を示した。パラメーターを小さくする極限

を考察する特異摂動問題であり、線形化した系のスペクトルを特異な摂動部分と通常摂動部分

とに分けて、詳しく解析することが必要であった。熱対流の Oberbeck-Boussinesq 方程式の場

合 (2017) とNavier-Stokes 方程式の場合 (2018) を詳述した。定常分岐の解析においてもこ

の方法が適用できることも示唆される。 

 

(2) 粘性流体の平面 Poiseuille 流の線形安定性解析については、非圧縮性( Mach 数は 0 )の

場合には以前より流体力学的、数値計算的に多くの研究がある。 しかしその線形不安定性の起

こるReynolds 数は大きく( 臨界 Re 数が数値計算されていておおよそ 5772 )、Reynolds 数が

それを越えた時の流体の様子は良く解析されていない。ところが 圧縮性粘性流体の場合の平面 

Poiseuille 流の線形不安定性は Mach 数が小さくない時 ( Ma 数がおおよそ 2.1 以上 )に

は、 Reynolds 数が、非圧縮性粘性流体の場合よりはるかに小さい時( Re 数がおおよそ 11 )

にも起こる事を見つけ証明していた (2015)。 この不安定性は、複素共役の２個の固有値が虚

軸を横切る事により起こる。即ち、この不安定性は時間周期的な Hopf 分岐を示唆する。この

分岐を空間周期的な進行波として定式化し直して、非線形進行定常波が生成される事を、解析

的に証明した (2019) 。圧縮性粘性流体方程式系における、質量密度に関する方程式（質量保

存則）の非線形性のために分岐の一般論を適用する事ができずに、 Lyapunov-Schmidt 分解に

おいても特別の反復による取扱いが必要であった。この方法は、質量保存則の非線形性を扱わ

ねばならない圧縮性粘性流体の分岐問題の取扱いに有力な方法である。 

 

(3) Navier-Stokes 方程式で記述される非圧縮性粘性流体運動の自由表面問題を考察した。水

平領域を満たす流体の上面が自由であり表面張力が働いている時の運動は、方程式の半線形性

のみならず表面したがって流体領域が時刻とともに変化する非線形性を持つ。その初期境界値

問題は、時間局所的には解かれている。その時間大域的な可解性、解の挙動を調べる為に、系

を水平な帯状の領域に変換する。変換された方程式は、複雑な非線形方程式系になる。始めと

してその線形化方程式系の解の構成とその時間大域的な挙動を解析した。解の時間による減衰

を調べ、時間の代数関数的な減衰評価を得た。重力と表面張力とが共に働いている場合 

(Beale-Nishida, 1986) と異なり、表面張力のみの場合は表面を表す関数の時間的減衰が遅い

ことが示せた。この評価を用いることによって上記 Beale-Nishida にあるエネルギー法と合わ

せることにより、元の初期境界値問題の時間大域的な可解性を小さな初期値に対して示す準備

ができたことになる。 水平領域にある流体の自由表面問題で表面上を一様に風が吹いている現

象、あるいは上下二層の流体で上の流体が一様に動いている問題の解析は今後の課題である

が、そのモデルとして表面上での風の代用として水平方向の stress を与える時の解析を始め

た。線形化した方程式のスペクトルを調べて stress の大きさにより表面が不安定化すること

を数値計算により確かめた。この分岐解析を進めることが次の計画である。 
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