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研究成果の概要（和文）：流体力学の基礎方程式であるNavier-Stokes方程式に関連したいくつかの特異極限問
題について数学的な研究を行った．特に，レイノルズ数が大きい流れにおいて固定壁近傍で生じる境界層の構造
や安定性について数学解析を行った．主な研究成果として，平板近傍の流れにおいて，Prandtl境界層展開と呼
ばれる流れの分解を数学的に正当化することに成功した．また，高速回転する円柱周りにおける2次元流れにお
いて円柱近傍で生じる境界層の構造を特定するとともに，空間遠方での流れの減衰構造を明らかにした．さら
に，2次元外部領域における小さなOseen定常流の漸近安定性を数学的に証明した．

研究成果の概要（英文）：In this research some singular perturbation problems arising from the 
mathematical fluid mechanics are mathematically studied. In particular, the structure of the flow 
near the boundary, such as the boundary layer for the flow in the high Reynolds number, and its 
stability are rigorously analyzed. As the main results, this research has revealed the structure of 
the two-dimensional flow around the rapidly-rotating infinite cylinder, and has established the 
Prandtl boundary layer expansion around the monotone and concave boundary layer in a suitable 
functional setting. The asymptotic stability of the two-dimensional Oseen flow is also proved for 
the small Reynolds number.     

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 偏微分方程式　流体力学　Navier-Stokes方程式　特異極限問題　Prandtl境界層展開　2次元外部領域Os
een流

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
レイノルズ数と呼ばれる無次元量が大きな流れは，身近な流体運動においても頻繁に表れ，その特質を数学的に
理解することは重要な課題である．これらの問題は，数学的にはNavier-Stokes方程式の特異極限問題として定
式化されるが，Navier-Stokes方程式の非線形性と非局所性により，その厳密な解析には大きな困難を伴うこと
が知られている．本研究成果は，それらの困難を克服する解析手法の確立に大きな貢献を果たすものである．ま
た，動く物体周りの流れとして最も基本的な2次元Oseen定常流の安定性を数学的に示した．この問題は半世紀近
く未解決の問題であり，大きな学術的意義を持つ．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
非圧縮性粘性流体の運動は Navier-Stokes 方程式と呼ばれる非線形偏微分方程式により記述

され，理学・工学の各分野から盛んに研究されている．Navier-Stokes 方程式は粘性係数をはじ
めとして一般に種々の物理パラメータを含んでいるため，解挙動がこうしたパラメータに対し
てどのように依存するかという問題は応用・理論の両面から基本的かつ重要な問題である．流体
の動粘性係数を，代表的な長さのスケールを L, 速度のスケールを U としたとき，無次元パラ
メータである Reynolds 数 Re =LU が定義される．Reynolds 数は流体力学において最も基本的
な無次元量であり，流体運動の複雑さや規模の指標を与えるものである．水などの身近な流体の
動粘性係数は小さい場合が多く，そのため高 Reynolds 数の流体を解析することは現実の流体
運動を理解する上で極めて重要である．この問題は，数学的には Navier-Stokes 方程式の粘性
零極限あるいは Reynolds 数無限大の極限における解の漸近挙動の問題として定式化すること
ができる．このような極限は，Navier-Stokes 方程式の最高階微分の項を形式的に消すことにな
る特異極限であり，流体力学における特異極限問題の典型例である．特異極限においては，極限
を取る前の解構造と形式的に極限を取って得られる方程式の解構造とが大きく異なる可能性が
あり，その構造の変化を理解することは重要である．特に，パラメータの極限に由来するスケー
ル構造が現れることが多く，そのようなスケール構造に着目した解析を行う必要がある．しかし
ながら，Navier-Stokes 方程式が持つ複雑な非線形性や非局所性により，流体力学における特異
極限問題は一般に数学的な取り扱いが非常に難しく，数学的な基礎研究は不足していた．  

 
 
２．研究の目的 
 
(1) 高 Reynolds 数流体に対する Prandtl 境界層展開の数学的正当化 
流体力学における特異極限問題は，上述の Navier-Stokes 方程式の粘性零極限問題に限って

も，数学的に未解決の問題は多い．特に，固体壁との相対速度が零となる粘着境界条件を流体が
満たす場合には，境界付近において高い Reynolds 数を反映したスケール構造(Prandtl 境界層) 
が典型的に現れるが，一般に境界層は流れの特異性を誘発しうる強い微分損失構造を有してお
り，数学的に厳密な取り扱いには大きな困難を伴うことが知られている．以上を鑑み，本研究の
目的は，粘着境界条件の下，Navier-Stokes 方程式の解の粘性零極限における漸近挙動を明らか
にすることである．特に，境界層の形成について Prandtl の提唱した境界層漸近展開を数学的
に正当化することを目標とする． 
 
(2) 2 次元外部領域における Oseen 流の安定性の解明 
流体力学における特異極限問題の一つに，2 次元外部領域における Oseen 流の問題が挙げら

れる．Oseen 流は物体が一定速度で並進するときに生じる物体周りの流れを記述し，動く物体
周りの流れのモデルとして最も基本的なものである．特に 2 次元の場合，物体の並進速度 が 0 
のときと 0 でないときでは線形化方程式の基本解の空間遠方減衰が大きく異なり，そのためが
小さいときの 2 次元 Oseen 流の解析は本質的に特異極限問題と見なされる．並進速度が小さい
場合の 2 次元 Oseen 流の存在については，1967 年に R. Finn-D. R. Smith によって Navier-
Stokes 方程式の定常解として数学的な証明が与えられたものの，この定常解の安定性は半世紀
にわたり未解決であった．本研究では，流体力学における特異極限問題の一つとして，2 次元
Oseen 流のスケール構造に着目した安定性理論の構築を目的とする． 
 
３．研究の方法 
 
(1)高 Reynolds 数流体に対する Prandtl 境界層展開の数学的正当化 
一般に，境界層は粘性零極限において微分損失に起因する強い不安定性を呈するため，Prandtl 

境界層展開を正当化するには付与データに対して実解析的な微分可能性という強い条件が必要
となることが知られている．しかしながら，近年の研究の進展により，不安定性の度合いは境界
層を記述する profile 関数の形状に鋭敏に依存することが明らかになってきた．特に，境界層
がある種の凸性条件を満たす場合には，不安定性は比較的穏やかであることが示唆され，実解析
的な関数よりも広いクラスの付与データに対して Prandtl 境界層展開を正当化できる可能性が
高い．そこで本研究では，境界層の凸性とその粘性零極限における安定性の関係に着目し，数学
的に解析する上で本質を最も掴みやすい 2次元半空間の設定下で研究を行った．特に，線形化渦
度方程式で現れる非局所的伸長項において境界層の凸性が明示的に表れることを利用し，方程
式に内在する微分損失構造も考慮した重み付きエネルギー法に基づく解析方法を考案した． 
 
(2) 2 次元外部領域における Oseen 流の安定性の解明 



1967 年に Finn と Smith により与えられた 2 次元 Oseen 定常流の十分小さい擾乱に対する安定
性について数学解析を行った．鍵となる手法は定常解周りにおいて得られる線形化作用素を適
切な重み付き空間で解析することである．特に本研究では，この線形化作用素のレゾルベント問
題を，Oseen 定常流の持つ異方的スケール臨界減衰構造を利用して解析する手法を構築した． 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 高 Reynolds 数流体に対する Prandtl 境界層展開の数学的正当化 
 
①非定常 Navier-Stokes 方程式における単調凸型境界層周りでの Prandtl 境界層展開 
非自明な境界をもつ領域における Navier-Stokes 流の非粘性極限での挙動は流体力学におけ

る古典的な問題である一方，境界層の潜在的な不安定性により数学的には極めて難しい問題と
して知られている．非定常流においては Tollmien-Schlichting 不安定性による微分損失により，
一般に Sobolev 空間の枠組みでの Prandtl 境界層展開は期待できないことが知られていたが，
解析的な正則性より弱い枠組みにおいて Prandtl 境界層展開が正当化できるか否かは物理的に
良い形の境界層の近傍でもよくわかっていなかった．本研究の重要な研究成果として，Gerard 
Varet 氏, Masmoudi 氏との共同研究により，shear 型と呼ばれる特別なクラスの境界層において
Gevrey 3/2 クラスの枠組みでの Prandtl 境界層展開を正当化することに成功した．この研究成
果は共著論文としてまとめられ，査読付国際誌に掲載された．この研究では，shear 型でない境
界層の場合，常微分方程式およびレゾルベント問題への帰着が困難なため未解決のまま残され
ていた．その後の研究において，最近，shear 型とは限らない一般の凸型境界層が，非粘性極限
において,Gevrey 3/2 クラスの枠組みで安定であり，この枠組みで Prandtl 境界層展開が成り立
つことを示すことにも成功した．本研究成果は Gerard Varet 氏，Masmoudi 氏との共著論文とし
てまとめており，査読付国際誌に投稿中である． 
 
②定常 Navier-Stokes 方程式における shear 型境界層周りでの Prandtl 境界層展開  
非定常流においては Tollmien-Schlichting 不安定性による微分損失により，一般に Sobolev

空間の枠組みでの Prandtl 境界層展開は期待できないことが近年明らかにされたが， 
Tollmien-Schlichting 不安定性は時間変数の周波数に依存する非定常問題特有の不安定性であ
り， 定常問題において Prandtl 境界層展開が正当化できるか否かは大きな未解決問題であった．
本研究では，自然なソボレフ空間の枠組みのもと，逆流の無い shear flow 周りにおいて定常流
に対する Pradntl 境界層漸近展開を数学的に正当化した．これは Prandtl により 1904 年に提示
された定常流に対する境界層展開を非自明 な問題設定のもとで初めて数学的に正当化した結果
である．証明の鍵は Orr-Sommerfeld 方程式と呼ばれる 4 階の常微分方程式の境界値問題の可解
性を示すことである．非定常問題の際に用いられた splitting method である Rayleigh-Airy 
iteration と呼ばれる手法を，定常問題に適用できるように独自の改良を加え，さらに境界層解
析の技法を組み合わせることで，粘性係数によらない可解性と解の評価を示すことに成功した．
本研究成果は Gerard Varet 氏との共著論文としてまとめられ，査読付国際誌に掲載された． 
 
③高速回転する円柱周りの 2次元流れの研究 
Isabelle Gallagher 氏及び檜垣充朗氏との共同研究により，高速回転する円柱周りの 2次元流

れに現れる境界層構造と空間減衰構造を数学的に明らかにした．特に，Airy 関数が境界層の構
造として自然に現れることを示した．本研究成果は共著論文としてまとめられ，査読付国際誌に
掲載された． 
 
(2) 2 次元外部領域における Oseen 流の安定性の解明 
 1967 年に Finn と Smith により構成された 2 次元外部領域における Oseen 定常流の安定性につ
いて研究を行い，空間遠方で十分速く減衰しかつ十分小さな摂動に対してはこの定常流が漸近
安定であることを示した．これは数学的には半世紀近く未解決であった 2 次元外部の流れの安
定性問題に対して初めて肯定的な結果を与えるものである．本研究成果は単著論文としてまと
められ，査読付国際誌に掲載された． 
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