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研究成果の概要（和文）：　優Sobolev 臨界指数を持つ非線形楕円型偏微分方程式に対して特異解の存在・一意
性を示し、さらに有界な解の極限として特異解が得られることを示した。
　また、優 Sobolev 臨界増大非線形項をもつ非線形熱方程式の正値解について、後方自己相似解と前方自己相
似解の接続を考えることにより、不完全爆発解の構成を行った。とくに、ODE的手法を用いたアプローチによ
り、特異定常解よりも大きい爆発形状をもちながら爆発後に延長可能な解の存在を示すことができた。

研究成果の概要（英文）： We showed the existencde and the uniquness of the singular solutions to 
semilinear elliptic partial differential equations with Sobolev super-critical nonlinearity. We also
 showed the convergence of regular solutions to the singular solution. 
 We consider positive solutions of the semilinear heat equation with supercritical power 
nonlinearity, and construct peaking solutions by connecting a backward selfsimilar solution with a 
forward self-similar solution. In particular, we show the existence of incomplete blow-up solutions 
with blow-up profile above the singular steady state.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 非線形解析　非線形楕円型方程式　非線形熱方程式　自己相似解　特異解

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
　非線形楕円型偏微分方程式に対する境界値問題に対して、特異解から分岐構造を解析するという新たな手法の
確立が期待できる。
　特異定常解より大きな爆発形状をもつ不完全爆発解の構成により「爆発形状が特異定常解より大きければ完全
爆発である」という直感を裏切る結果が得られた。これにより、非線形熱方程式における爆発問題において新た
な進展が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 非線形楕円型偏微分方程式あるいは非線形放物型偏微分方程式に関する非線形問題にお
いては、解の値が有限時刻で無限大に発散したり、初期値や方程式に含まれるパラメータをわ
ずかに変えるだけで解の挙動や性質が大きく変化する現象が多く知られている。そのような現
象に対する考察では、スケール不変性などの方程式のもつ性質や、定常問題の解構造が重要な
働きをすることが知られている。 
 
(2) 非線形熱方程式はスケール不変性をもっており、自己相似解は、相似変換を用いて書き直
した問題の定常解として捉えることができる。さらに、Gelfand 構造と呼ばれる分岐構造をも
つことを示唆する結果が得られており、とくに Sobolev 優臨界においては安定解の存在と不安
定分離解をもつことを示すことができた。 
 
２．研究の目的 
(1) 非線形放物型偏微分方程式に対して、解の特異性と方程式の性質・定常問題の解構造との
関連性について考察を行う。とくに特徴的な爆発現象を捉える。 
 
(2) 非線形楕円型偏微分方程式において、Sobolev 臨界および Sobolev 優臨界における、定常
問題の特異解の一意存在・漸近的収束性を示し、特異解に関する線形化問題から分岐構造の分
類・特徴付けを行う。 
 
(3) 非線形放物型偏微分方程式において、特異定常解と奇数回の交点をもつ後方自己相似解列
の存在を示し、それらの安定性・不安定性を考察するとともに、弱解としての解の接続および
延長可能性を示す。 
 
３．研究の方法 
(1) 非線形楕円型偏微分方程式により記述される定常問題の特異解とその線形化問題、および 
非線形熱方程式に現れる自己相似解の考察を通して、定常問題の解構造とともに放物型方程式
の特徴的な解の挙動との関連性について考察を行う。とくに初期関数の空間無限遠方の挙動が
自己相似解を通じて放物型方程式の解の時間無限大における挙動に反映されることを明らかに
する。また、初期値に関する連続依存性を用いることにより、自己相似解の減衰オーダーにお
いて複雑な挙動を示す解の構成を行う。 
 
(2) Sobolev 優臨界の非線形項をもつ非線形固有値問題に対して、特異解の漸近的性質を導き、
線形方程式の Liouville 型定理により一意性を示す。さらに、パラメトライズされた正則解の
極限として特異解が得られることを示す。そのために Pohozaev 型恒等式に関する既存の研究
を振り返るとともに、新しい適用を試みる。さらに、Joseph-Lundgren 臨界指数前後での線形
化問題の Morse 指数と分岐構造の関連について考察を行うことにより、非線形固有値問題の解
構造の解明を目指す。 
 
(3) 非線形熱方程式の自己相似解の研究においては、特異定常解と奇数回の交点を持つ後方自
己相似解の存在を示す。ここでは、常微分方程式の定性的理論により正当化することにより証
明を与える。特異定常解より大きな爆発形状を持つ不完全爆発解の存在を示すために、後方自
己相似解と前方自己相似解の接合による peaking 解を考える。また、前方自己相似解が最小解
をもつという性質を利用することにより、不完全爆発解において最小解が存在すること、非最
小解は互いに順序構造を持たないことを明らかにする。 
 
(4) 優 Sobolev 臨界の問題においては、解を球対称なクラスに限定することにより常微分方程
式論からのアプローチを強化する。とくに初期値問題におけるパラメータを連続的に変化させ、
解の挙動の変化を考察するという shooting method（射撃法）を用いることにより、方程式の
解の存在・非存在を議論するとともに多重存在性についても考察を行うことにより、方程式の
もつ解全体の構造を明らかにすることを目指す。 
 
(5) 非線形熱方程式の後方自己相似解の研究においても、解を球対称なクラスに限定すること
により常微分方程式論からのアプローチを強化する。通常の shooting method では、初期値に
おけるパラメータを連続的に変化させ、解の挙動の変化を考察するが、ここでは無限遠方の解
の漸近的性質に表れる定数をパラメータとして連続的に変化させ、解の原点近傍における解の
挙動の変化を考察するという手法を用いる。この手法により、特定の漸近的性質を有する解の
存在・非存在、多重存在を考察する。 
 



 
４．研究成果 
(1) 非線形楕円型偏微分方程式の特異解の性質について考察を行った。優 Sobolev 臨界指数
を持つ非線形問題に対して特異解の存在・一意性を示し、さらに有界な解の極限として特異解
が得られることを示した。さらに、安定最小解の臨界に現れる極解が特異的であるかどうかと
いう問題の考察を行い、特異解が極解であるための必要十分条件を線形化問題が正値解をもつ
かどうかという形で導いた。これにより、極解における線形化問題の非退化性について新しい
知見を得ることができた。 
 
(2) 指数関数を非線形項に持つ非線形楕円型方程式の球対称解の分離構造について考察を行
った。最初に、球対称解の分離構造が「分離型」「交差型」「部分分離型」の３種に分類される
ことを示し、それぞれの特徴付けを行った。それにより部分分離型であるための十分条件を導
くことができた。とくに臨界次元においては、係数関数のある種の単調性により分離構造が大
きく変化することを示すことができた。 
 
(3) 優 Sobolev 臨界増大非線形項をもつ非線形熱方程式の正値解について、後方自己相似解
と前方自己相似解の接続を考えることにより、不完全爆発解の構成を行った。とくに、ODE 的
手法を用いたアプローチにより、特異定常解よりも大きい爆発形状をもちながら爆発後に延長
可能な解の存在を示すことができた。また、爆発後の解の最小接続の存在を示し、さらに非最
小接続のいくつかの性質を明らかにした。 
 
(4) 連続係数関数をもつ half-linear 非線形系の解の漸近挙動について考察を行った。２次
元系における原点に収束する解の解曲線が有限長（rectifiable）および非有限長
（nonrectifiable）であるための必要十分条件を導くことができた。とくに、一般化 Prufer 変
換、解の漸近表示および非有限長の平面曲線に対する解析手法を用いることにより主要な結果
が得られた。 
 
(5) べき乗型の非線形項を持つ非線形熱方程式に対して、空間次元が１１次元以上かつ非線形
項の指数が Joseph-Lundgren の指数より大きい場合について考察を行った。自己相似解のオー
ダーで減衰する関数を初期値としてもつ Cauchy 問題においては、解の時間大域挙動が、初期
関数の空間無限遠方での挙動で決定されることを示した。さらに、その性質と初期関数に関す
る連続依存性を用いることにより、自己相似解の減衰オーダーにおいて、初期関数に応じて複
雑な挙動を持つ解の構成をすることができた。 
 
(6) 優 Sobolev 臨界非線形項を持つ楕円型方程式における特異解の存在、一意性、漸近的性
質について考察を行った。非線形項が、べき乗に摂動が加わる場合、あるいは指数関数に摂動
が加わる場合、それぞれの場合に、特異解の存在、一意性、漸近的性質を示すことができた。
この応用として非線形楕円型偏微分方程式に対する分岐問題に対して特異解をもつ分岐パラメ
ータは一意であること、解の最大値パラメータを無限大にすると特異解に収束することを明ら
かにすることができた。 
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