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研究成果の概要（和文）：本研究の主たる目的は，変分問題の解の正則性に関して新たな結果を得ることであ
る.変分問題とは，考えている「量」の最小点（もしくはより一般に極値や停留点）を与える写像・関数を求め
る問題を言う．石鹸膜等身近な多くの形が変分問題の解となっている．
変分問題を数学的に扱う場合，連続，更には微分可能な関数の中で，いきなり解の存在を示すことは一般に困難
で，ソボレフ空間と呼ばれる「弱い意味で微分可能」な関数の空間の中で，弱い意味での解「弱解」の存在を示
し，さらにその「弱解」の微分可能性等を示すというプロセスを辿ることが多い．本研究ではこの後半のプロセ
スの問題について，新たな結果を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：The aim of this research is to obtain new results about regularity of 
solutions for variational problems. We call the problems to obtain minimum point (or more generally,
 critical points and stationary points)  as variational problems. Many familiar shapes such as soap 
films are the solution to the variational problem.
When dealing with variational problems mathematically, it is generally difficult to directly show 
the existence of a solution in the class of continuous or even differentiable functions. So, in many
 cases, we follow the process showing the existence of "weak solutions" which solve the problem in 
some weak sense in Sobolev spaces; spaces of "weakly differentiable" functions, and then showing the
 differentiability of the weak solutions. In this research, we considered the second process and 
have obtain several new results.

研究分野：変分問題

キーワード： 変分問題　弱解の正則性　p(x)-growth　Φ-growth　double phase functional

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
一般に非線型偏微分方程式に対して，ソボレフ空間（弱い意味での導関数がp-乘可積分である関数の空間）にお
ける解，すなわち弱解の存在は比較的容易に示されることが多く，むしろ存在が保証された弱解が，そもそもの
問題にとって適切な滑らかさ（連続性，微分可能性）を持つことを示す点に難しさがある場合が多い．このよう
な弱解の滑らかさに関数問題を「正則性の問題」と呼んでいる．本研究では，変分問題の解に対してこの「滑ら
かさの問題」を扱い，新たな結果を得た．
本研究で扱った問題は，近年ヨーロッパを中心に，その応用も含めて盛んに研究されている分野であり，この分
野で新たな結果を得た意義は小さくない．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



1 研究開始当初の背景
本研究は変分問題の解の正則性に関するものである．変分問題の解の正則性に関する問題は，1900年の

有名なHilbertの問題の１つとして提唱されて依頼，長くに渡って研究の対象となってきた．もちろん 100

年を超す歴史の中で多くの問題が解決され，特にHilbertが提唱した問題そのものはすでに解決されている．
しかし，数学，とりわけ偏微分方程式論と関数解析学の発展にともない，また新たな枠組みでの「変分問
題の解の正則性の問題」が現れ，今日に至るまで，研究対象が尽きることはなく，依然として多くの研究者
によって研究が進められている．
本研究の背景を述べるために，いくつかの記号，用語の準備をしておく．以下，m,n ≥ 2とし，Ω ⊂ Rm

を領域（境界条件を考えるときは十分滑らかな境界 ∂Ωを持つとする．関数 F : Ω × Rn × Rmn → R を
与え，関数 u : Ω → Rn に対して汎関数 F(u) を F(u) :=

∫
Ω F (x, u,Du)dx により定義する．ただし，

Du = (Dαu
i) = ( ∂ui

∂xα ) とし，F (x, u, ξ) : Ω×Rn ×Rmn → R に対しては，各変数に関する適当な滑らかさ
を仮定しておく．さらに ξ(= Du)に関する増大度に対して，growth conditionと呼ばれる次の条件を考え
る: ある定数 0 < λ ≤ Λ, 1 ≤ p ≤ q に対し，次を満たす．

λ|ξ|p ≤ F (x, u, ξ) ≤ Λ(1 + |ξ|q) (∀(x, u, ξ) ∈ Ω× Rn × Rmn). (1.1)

ただし，| |は Euclidean normを表す．p = qの時に standard growthもしくは p-growth，それ以外
の場合を nonstandard growthと呼ぶ．汎関数 F に対する変分問題，すなわち最小点（もしくは，より
一般に停留点）となる関数を求める問題を扱う際，適当な Sobolev空間での解（弱解）を求め，さらにそ
の弱解が「問題が要求するレベルまで微分可能」であることを示すという方法が採られることが多い．特
に，この後半のステップは弱解の正則性の問題と呼ばれ，しばしば困難な問題となる．さらに，n ≥ 2の場
合に対しては，定義域全体での正則性に対していくつか反例が知られており，部分正則性（Hausdorff次
元の小さな集合を除いた領域での正則性）を目標に研究されることが多い．
standard growthの問題は，調和写像や極小曲面等に代表され，古くから多くの研究者の興味の対象と

なっていた．一方，non-standard growthの問題は比較的歴史が浅く，1989年に発表されたP.Marcellini[6]

の論文において初めて登場し，研究開始当初はもちろん，今日でも未解決な部分が広く残されており，盛
んに研究されている．
non-standard growthの問題のうち，本研究で扱った問題は以下のような２つのタイプである．

• (A) (p(x)-growth)：(1.1)において p = q = p(x)とした条件を満たす場合を p(x)-growthと言い，
Zhikov[10]により，汎関数

Dp(x)(u) :=

∫
Ω
|Du|p(x)dx

が扱われて以来，盛んに研究されている．

– (A-1)【p(x)が連続な場合】：一般形に対しては，Acerbi, Mingione等により，minimizer uが，
Lm(Ω \ Ω0) = 0 (Lmは Lebesgue測度) を満たす開集合 Ω0 ⊂ Ωに対して，u ∈ C1,α(Ω0)を
満たすことが示され，Coscia-Mingione[2]により，Dp(x) に対して，minimizer uの定義域全体
での正則性，すなわち u ∈ C1,α(Ω)となることが示された．さらに，本研究の代表者・立川ら
は，研究開始当初の時点で p(x)-energyのminimizerの部分正則性に関して，standard growth

の場合とほぼ同等の結果示していた（「研究業績」欄 [1,2,8,11,12])．ここで，p(x)-energyとは，
一様楕円性条件を満たす Aαβ

ij (x, u)に対して，e(u)(x) := Aαβ
ij (x, u)Dαu

i(x)Dβu
j(x) とおき，

Ep(x)(u) :=
∫
Ω

(
e(u)

)p(x)/2
dx と定義される汎関数を指す．

– (A-2) 【p(x)が不連続な場合】：最も単純なDp(x)の場合でも，一般には正則性が得られないこ
とが Zhikovによる反例により知られているが，2016年Colombo-Mingione[1]により，指数が不
連続的に変化する極めて興味深い汎関数

Ap,q(u) :=

∫
Ω
(|Du|p + a(x)|Du|q)dx (1 < p < q, a(x) ≥ 0)



のminimizerに対する正則性が得られていた．研究開始当初では，このタイプの汎関数の研究
は端緒についたばかりの状況であったが，その後，多くの研究者が研究し始め，関連する文献
は爆発的と表現したくなるほどの勢いで増え続けている．なお，このタイプの汎関数はDouble

phase タイプと呼ばれ，p(x)-growthの特別な場合というよりも，独立した分類として扱われて
いる．

• (B)(Φ-growth)：∆2-及び∇2- 条件を満たすN-関数 Φを用いて

DΦ(u) :=

∫
Ω
Φ(|Du|)dx

により与えられる汎関数に対する変分問題の研究が，対応するOrlicz-Sobolev空間の研究とともに進
んでいる．ここで，関数Φ : [0,∞) → [0,∞)がN -関数であるとは，Φ(0) = 0 を満たし，右連続・非
減少な導関数Φ′が存在し，Φ′(0) = 0，Φ′(t) > 0 (t > 0)，さらに limt→∞Φ′(t) = ∞を満たすことを
言う．また，Φ(2t) ≤ c1Φ(t)がすべての t ≥ 0に対して成り立つような定数 c1 > 0が存在するとき，
∆2-条件を満たすと言う．さらに Φの双対関数

Φ∗(t) :=

∫ t

0

(
Φ′)−1

(s)ds

も∆2-条件を満たすとき Φは「∇2-条件を満たす」と言う．

DΦのような汎関数はΦ-growthという（やや苦し紛れな）名称で呼ばれている．Φ-growthの汎関数に
対する変分問題がかなり整備された形で扱われたのは [7]，[3]であり，それ以後，L.Diening, A.Verde,

B.Stroffolini, A.Passarelli di Napoli等によって系統的に数々の結果が得られていた．

上で紹介した結果は，立川等による p(x)-growthの問題に対するもの以外すべて，汎関数を定義する被積分
関数 f(x, u,Du)が g(x, u, |Du|)という形のものに限られていた．これは今日ではUhlenbeck structure

と呼ばれている．
以上が，本研究で扱った問題に関する研究開始当初の背景である．

2 研究の目的
一般にUhlenbeck structureを持つ

∫
F (x, |Du|)dxという形の汎関数に対してminimizerの正則性が得ら

れた場合，自然な一般化である
∫
F (x, e(u)1/2)dxに対しては部分正則性が得られることが期待できる．実

際，(A-1) のケースではこのようになっている．しかし，(A-2)及び (B)の場合に対しては，本研究開始
時点では，

∫
F (x, |Du|)dxという形の汎関数に対してしかminimizerの正則性に関する結果は得られてい

ない．本研究では当初，まさにこの点に注目し，以下のような形で与えられる汎関数のminimizerの部分
正則性を得ること目標とした．但し，以下において Φは常に，前述の∆2-条件を満たすN -関数とする．

EΦ(u) :=
∫

Φ(e(u)1/2)dx,

Gp,q(u) :=

∫
g(x, u)

(
|Du|p + a(x)|Du|q

)
dx, (a(x) ≥ 0, g(x, u) > 0).

しかし，とりわけ Gp,qのような double phaseタイプの問題に関して，海外の研究者，特に現在この分野
の中心人物とも言えるG.Mingioneとの議論を通じて，次の汎関数が極めて興味深く，優先的に取り組むべ
きとの認識に達した．

Dp(x),q(x)(u) :=

∫ (
|Du|p(x) + a(x)|Du|q(x)

)
dx, (q(x) > p(x) > 1, a(x) ≥ 0).

結局，本研究においては EΦ(u)に対する部分正則性と，Dp(x),q(x)(u)に対する正則性の研究を主たる目的
として研究を進めることとなった．



3 研究の方法
一般に，変分問題の解の正則性を得るためにMorreyタイプもしくはCampanatoタイプの積分量を評価

する方法が取られることが多い．すなわち，適当な p, λ > 0に対して

r−λ

∫
Br(y)

|Du|pdx (Morrey), r−λ

∫
Br(y)

|u− ur|pdx (Campanato)

と定義される量を評価することにより，uのヘルダー連続性が示される．ただし，ここで

ur :=

∫
−

Br(y)
u(x)dx :=

1

|Br|
u(x)dx, |Br| := Brのルベーグ測度．

上記の式中の pと λは，対象としている汎関数に適した値を選択する必要があり，p-growthの問題では
ほとんど選択余地がなく決まってくる．一方，本研究で扱うような汎関数では，これらの選択が必ずしも
自明ではない．特に，growth orderが点に依存する Dp(x),q(x)(u)に対しては，上の量に現れる pも積分領
域のBr(y)に対応して

p = sup
BR(y)

p(x)

と取る必要があり，評価の複雑さ・困難さの要因となった．

4 研究成果
EΦ(u)に関して，Napoli大・F.Giannetti, A.Passarelli di Napoli との共同研究によって，内部部分正則

性，さらには境界上での正則性に関する結果を得た．また，Dp(x),q(x)に対しては，Catania大・M.A.Ragusa

との共同研究により内部正則性を，また立川単独の研究により，境界上での正則性を得ることができた．こ
れらの結果について以下においてやや詳しく述べる．

4.1 Φ-growth functionalについて

Φは前記のように ∆2-条件，∇2-条件を満たす N -関数とする．また，Aαβ
ij (x, u) (m ≥ α, β ≥ 1, n ≥

i, j ≥ 1)を Ω× Rn上で定義された関数で，ある Λ ≥ λ > 0に対して

Λ|ξ|2 ≥ Aαβ
ij (x, u)ξiαξ

j
β ≥ λ|ξ|2 ∀(x, u, ξ) ∈ ω × Rn × Rmn.

を満たし，さらに x, uに関して適当な連続性，微分可能性等の条件を満たすと仮定する．これらの条件の
もと次の汎関数を考えた：

EΦ(u;K) =

∫
K
Φ
(
(Aαβ

ij (x, u)Dαu
iDβu

j)1/2
)
dx, (K ⊂ Ω).

F.Giannetti, A.Passarelli di Napoli との共同研究ではこのタイプの汎関数を扱い，まず，[5] では local

minimizer，すなわち ，
EΦ(u;K) ≤ EΦ(u+ φ; suppφ) ∀φ ∈ C1

0 (Ω).

となる uについて，次のような部分正則性に関する結果を示した：

「ある開集合Ω0 ⊂に対して u ∈ C1,α(Ω0)となる．さらに，Ω\Ω0のハウスドルフ次元はm−p

未満である．ただし，pは Φ(t) ≥ ctp (c : 定数) を満たす１より大きな定数である．（このよう
な pの存在は Φに対する条件より導かれる）．」

さらに，[4]では EΦに対するDirichlet境界値問題を扱い，境界値が十分滑らかであれば，minimizerは
境界上に特異点を持たないことを示した．



4.2 変動指数を持つ double phase functionalについて

まず，M.A.Ragusaとの共同研究 [8]において，前出のDp(x),q(x)(u)を扱い，次のような結果を得た：

「ある σ ∈ (0, 1)に対して，p(·), q(·) ∈ C0,σ(Ω)とし, ある定数 p0 > 1 に対して q(x) ≥ p(x) ≥
p0 (∀x ∈ Ωを満たしていると仮定する．また，ある α ∈ (0, 1)に対して a ∈ C0,α(Ω)であり，
a(x) ≥ 0とする．さらに p(x), q(x)は

sup
x∈Ω

q(x)

p(x)
< 1 +

β

n
, β = min{α, σ}, (4.2)

を満たすとする．このとき，Dp(x),q(x)(u)の local minimizer uはある gamma ∈ (0, 1)に対して
u ∈ C1,γ(Ω)となる．」

これはColombo-Mingione[1]の結果の自然な一般化となっており，高い評価を得た．実際，出版から１年半
ほどの今日現在（2021年６月１３日）までの間にすでに被引用数は 80となっている（Scopusによるデータ）．
さらに，立川による単著論文 [9]においては，u ∈ L∞であることが予め分かっている場合には，上記の結

果において条件 (4.2) を sup(q(x)− p(x)) < βと弱められることを示し，十分滑らかなDiruchlet境界条件
を満たす場合には，minimizer uがΩの閉包 Ω̄ 上でヘルダー連続となることを示した．なお，double phase

タイプの問題に対して境界まで込めた連続性に関する結果はこの結果が初めてであった．
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