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研究成果の概要（和文）：モデル理論は数学的構造をメタな立場を含めて考察する研究領域であり，構造の飽和
拡大を用いて研究される．拡大構造での議論は，最終的に本来の構造に適用され，数学における新たな手法を与
えている．
数学的構造の考察にあたって重要になるのが，表面からは見えない隠れた構造を発見することであり，そこで用
いられるのが，非安定性の度合いを示す各種の不変量である．我々が注目したのは Shelah による不変量であ
り，直観的には理論 T の飽和構造Mにおいて，Mのn重積中に存在する互いに独立な strict order の個数を表
す．我々は，この普遍量がある種の加法性を有することを示した．

研究成果の概要（英文）：Model theory is a research area that considers the mathematical structure 
from meta standpoints, and is studied using saturated extensions of the structure. Arguments in the 
extended structure are finally applied to the original structure, giving a novel approach to the 
study of mathematical structures.
The important thing in studying mathematical structures is to discover hidden structures that cannot
 be seen from the surface. We focused on the invariant by Shelah. Intuitively, this invariant 
represents the number of mutually independent strict orders in the n-th product of M, where M is a 
saturated model of the theory T. We have succeeded to show that this invariant has a certain 
additivity.
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
モデル理論における安定性理論と呼ばれる学術分野は安定性と非安定性について研究している．構造の理論に安
定性があれば，抽象的独立概念が定義される．非安定性を持つ場合は，どの程度非安定性があるかを判断するこ
とが重要となる．本研究ではその非安定性の度合をShelahの定義したκ_srdを用いて研究した．その系として，
κ_srdを決定するためには，基本的に1変数の場合を考えれば十分であることが分かった．その結果、不変量計
算の複雑さが大幅に軽減され、応用面でも大きな成果となった．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景
一様列の概念は基底の概念の一般化にあたり，理論（完全公理系）の解析に重要な役割 を持

つ．拡大モデルの中ではその存在は容易に言えるが，大きな濃度を持っていたとしても，与えら
れた構造の中での存在は，ある種の無限組み合わせ論の定理と関連する．その存在について，な
るべく集合論的な議論を排除してモデル理論の枠組みの中で行おうとする試みが念頭にあり，コ
ンパクト性と有限性により議論を用いて行うことに重点を置いた研究を始めようと考えた．

２．研究の目的
本研究においては当初，新しい形の一様列存在定理を構築し，モデル理論の研究を発展させる

ことを目的とした．これにより (i) Shelah の予想の解決と (ii) モデル理論の他分野への応用範
囲の拡大を目指した．
その後，理論の複雑さ（あるいは安定性からの距離）を表すモデル理論的不変量の解析が重要

であるとの観点から，これらを一様列を用いて研究を進めることになった．

３．研究の方法
研究の実施において，技術的な側面で重要となるのは，一様列の概念である．無限一様列は飽

和構造の中に存在し，議論の大幅な単純化に寄与できる．数学の議論においては，引き出し論法
を何重にも行い，単純化された理想的な状態を作りだすことが重要となる場合がある．一様列を
選ぶことは，最初に理想的な状況を１回作ることにより，引き出し論法を何重にも行う必要がな
くなることを意味し，そこに議論の単純化があり，直観に近い議論を可能にするメリットがある
と考えられる．本研究においても，一様列および関連概念（一様木，相互一様列）等を駆使して
構造解析を行う．

４．研究成果
我々は，Shelah によって導入されたモデル理論的不変量 κm

srd(T ) を一様列を用いて研究し，
それが準加法的であることを示した．特にその値が無限の場合は，等式 κm

srd(T ) = κ1
srd(T ) を

導き，モデル理論の著名なテキスト「Classification Theory」(Shelah 著)で提起された問題に
一定の解答を与えた． 同じ証明方法を他の不変量 κm

ird(T )の分析にも適用し，これも準加法的
であることを示し，上記の書籍で得られた結果を改善した．相互一様列の概念は，我々の証明技
術で中心的な役割を果たし，その考察自体も興味深いものを含んでいると考える．

より具体的に κm
srd(T ) の定義を述べる． 完全な理論 T は、次のような論理式

φ(x0, ..., xm － 1, y0, ..., yn － 1) とパラメータ列 bi ∈ M (i ∈ ω = {0, 1, . . . }) （M は T の
飽和モデル）で以下の条件を満たすものが存在する場合、厳密順序性 (strict order)を持つと言
われる：

(*) Φ := {φ(M, bi) : i ∈ ω} は、一様に定義された一階定義可能な Mn の狭義単調増加部分
集合列を与える．

Mn に一階定義可能な順序があれば，自明に厳密順序性を持つ．ここで，Φ0 = {Di : i ∈ ω}
および Φ1 = {Ei : i ∈ ω} をともに厳密順序性を与える狭義単調列とする．任意の (i, j) ∈ ω2



に対して (Di+1 \Di)∩ (Ej+1 \Ej)が空でない場合，Φ0,Φ1 は独立であると言う．より多数の
Φi間の独立性も自然に定義できる． 次に，κn

srd(T )は、そのような独立した単調増加集合列の族
{Φi : i < κ} が存在しない最小基数 κ として定義する． また κsrd(T ) = sup{n ∈ ω : κn

srd(T )}
とする．このとき，我々の得た結果は次のものである：

定理 A. κsrd(T ) + 1 ≤ κm
srd(T ) + κn

srd(T ).

定理 B. κm
srd(T )が無限の場合は，κsrd(T ) = κsrd1(T ) = κm

srd(T ).

定理 C. κird(T ) + 1 ≤ κm
ird(T ) + κn

ird(T ).

以上の結果は，以下の論文の形で発表をしている．

(**) Kota Takecuhi and Akito Tsuboi,“On the number of independent orders,” Annals

of Pure and Applied Logic, 172(2), February (2021), doi.org/10.1016/j.apal.2020.102886.

今後は，我々の探求した不変量が，どのように自然な形で現れるかの具体例を探求していくこ
とが重要と考える．
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