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研究成果の概要（和文）：0と1の間の実数をパラメタにHrushovskiは有限グラフのクラスを定義し、その極限と
して等質性をもつ可算構造を構成した。これをジェネリック構造と呼ぶ。これにはWagnerの修正版がある。
Wagnerの修正版にはHrushovskiの本来の構造は含まれない。パラメタが有理数の場合、どちらの場合もジェネリ
ック構造が満たす完全な公理系はモデル完全になることが示せた。同じ仮定のもとで、どちらの場合もジェネリ
ック構造の自己同型群が単純群になることが示せた。パラメタが普通の無理数の場合はジェネリック構造の満た
す完全な公理系はモデル完全にならないこともわかった。無理数一般についてはどちらも未解決である。

研究成果の概要（英文）：Hrushovski defined a class of finite graphs depending on a parameter whose 
value is a real number between 0 and 1. Each class has a limit which is a countably infinite 
structure, called a generic structure. It is highly homogeneous in some sense. There are variants 
due to Wagner. Hrushovski's original structures are not variants due to Wagner. In case that the 
parameter is a rational number, we showed that the elementary theory of the generic structure is 
model complete in both cases.  Also, we showed that the automorphism group of the generic structure 
is a simple group if the parameter is a rational number. If the parameter is a usual irrational 
number then the theory of the generic structure is not model complete. The proplems are still open 
if the parameter is a general irrational number.

研究分野：モデル理論（数理論理学）
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
有限単純群の分類が終わったあと、無限な単純群も考えられるようになった。可算ランダムグラフの自己同型群
が単純群であることが証明され、自由融合性をもつ有限構造のクラスに対するFraisse極限など等質性の高い可
算構造の自己同型群が単純群になることも次第に一般的な仮定のもとで示されるようになってきた。Evans, 
Tentらにより、Wagnerの修正版についてパラメタが1/2のときに、ジェネリック構造の自己同型群の単純性が示
されている。われわれの研究により、パラメタが任意の有理数の場合にもHrushovskiの本来の場合も含めて自己
同型群が単純になることがわかった。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１． 研究開始当初の背景 
 有限単純群の分類が終わったあと、無限な単純群の分類も考えられている。有限単純群はそれ
ほど種類がなく、特別ないくつかは有限グラフの自己同型群になっている。無限グラフの自己同
型群がどのような群かは自然な問題と思える。少し古い結果では可算無限なグラフであるラン
ダムグラフ（ラドのグラフ）の自己同型群が単純群になることが証明されている。 

Fraisse極限やジェネリック構造と呼ばれる等質的な構造の構成法がある。その方法によって
構成される構造の自己同型群が単純群になるという結果がいくつか証明されるようになった。
Hrushovski は Fraisse の構成法をうまく修正してある予想の反例を構成した。Hrushovski は
有限グラフのあるクラスがジェネリック構造をもち、それが反例になっていることを示した。こ
の有限グラフのクラスを定義するために 1/2 < α< 2/3を満たす実数αから決まる境界関数 f を
巧妙に与えた。この fの定義は少し難解なところがあり、Wagnerがその解説論文の中で境界関
数 fに関するある一般的な条件を導入し、Hrushovskiが構成した反例と同様な反例が構成でき
ることを示した。それ以来、Wagnerの条件を仮定して議論されることがほとんどである。しか
しながら Hrushovskiの与えた境界関数はWagnerの条件をみたしていない。 
パラメータαが有理数の場合に得られるジェネリック構造の自己同型群が単純群になるため
の十分条件が Evans, Tent らにより 2016 年ごろ与えられた。彼らはその論文の中でα=1/2 で
さらに境界関数が Wagner の条件をみたすという仮定のもとで確かに彼らが得た十分条件が満
たされ、したがってジェネリック構造の自己同型群が単純群になることを示した。αが 0と 1の
間にある有理数の場合にもジェネリック構造の自己同型群が単純になるという予想もたててい
た。 
 
２．研究の目的 
有限構造のクラスから融合法と呼ばれる方法により面白い性質をもつ構造が構成されること
が知られている。このように構成された構造のもつモデル理論的な性質や組合せ論的な性質を
研究し、またその自己同型群についての研究も行う。特に、次の問題を考える。 
(1) 融合法で構成される構造はモデル完全か。また、モデル理論的な安定性のクラスは何か。 
(2) 融合法で構成される構造は組合せ論的にどんなものか。 
(3) 融合法で構成される構造の自己同型群はどんなものか。 
 
３．研究の方法 
神戸大学の澤正憲准教授の協力を得て、「神戸モデル理論・組合せ論セミナー」を年に数回開催
し、モデル理論と組合せ論の研究者をお呼びして研究会を開催した。また、ジェネリック構造の
研究で近い研究をされている法政大学の池田宏一郎教授とも頻繁に研究打ち合わせを行った。
主に京都大学数理解析研究所でモデル理論の研究集会が開催された際に海外から研究者を招へ
いし、議論を行った。フライブルク大学の M. Ziegler 教授、ニューヨーク市立大学の P. 
Rothmaler 教授などに来日していただいた。また国際会議にも何度もでかけて成果の発表、情報
収集、参加者との議論を行った。 
 
４．研究成果 
αを 0 < α < 1 となる実数とする。有限グ
ラフ G に対し|G|を頂点の個数、e(G)を辺の個
数とする。次元関数δをδ(G) = |G|-αe(G)で
与える。δはαに依存している。境界関数 fを
対数関数のように上に凸、単調増加な関数とす
る。有限グラフのクラス Kf を 
Kf = {A | B が Aの部分グラフ ならば  
δ(B) ≧ f(|B|)} 
で定義する。 
 
 αが有理数で関数 f が Wagner の条件を満た
すとき、Kf はジェネリック構造（Fraisse 極限）
をもつ。Hrushovskiが定義した fに対してもKf
はジェネリック構造をもつ。f はαに依存し、
αは実数であれば無理数でも有理数でもよい。
Hrushovski が構成した構造は、αが特別な無理数の場合の Kfのジェネリック構造だった。 
 A, B を有限グラフとする。A ⊂ B で、A と B の間のグラフ X が A の真の拡大のときδ(A) < 
δ(X)となるとき、A < B と書く。このとき Aは Bで閉という。 
 ジェネリック構造は(Kf, <)に対する極限である。  
 
（１）αを 0 < α < 1 となる有理数とする。境界関数 fは区分的に滑らかで ｘ→∞で発散し
ているとする。またαからきまるある特別なｎにおける y=f(x)の接線の傾きがある特別な値以
上とする。このとき(Kf, <)のジェネリック構造はモデル完全な公理系をもつ。 
 



 この仮定は Hrushovskiの関数でもWagnerの条件をみたす関数でも成り立つ。Wagner

の条件を仮定してすでに証明していたことであるが、Hrushovskiの関数を含むかなり一般

的な境界関数についても成り立つことが示せた。 

 

（２）αを 0 < α < 1 となる有理数とし、f をαから決まる Hrushovski の境界関数とす

る。このとき(Kf, <)のジェネリック構造の自己同型群は単純群になる。 

 

（３）αを 0 < α < 1となる有理数とし、fをWagnerの条件をみたす境界関数とする。こ

のとき(Kf, <)のジェネリック構造の自己同型群は単純群になる。 

 
Wagner の条件は y = f(x) の傾きがどこでもわりと緩やかという意味の条件であるが、
Hrushovski の境界関数は Wagner の条件をみたすほどは傾きが緩やかでない。これにより、
Hrushovski の境界関数は Wagner の条件をみたす関数より早く増加する。x=2 での値を考えると
Hrushovski の関数の方がグラフが上に来る。このことから、（３）は（２）から導かれる。（２）
の証明は Hrushovski の境界関数の定義とうまくからんでいるので、この流れはわりと自然だっ
たと言える。 
 （２）の証明はαについてかなりたくさんの場合分けと細かい議論を要する。それでも大分整
理できた。 
 
（４）αが 1/√２のようなよくある無理数のとき、αの連分数展開に現れる数（整数）は有限
種類しかない。このとき、Hrushovski の関数は有界になり、発散しない。このとき、(Kf, <)の
ジェネリック構造はモデル完全な公理系をもたない。 
 
（５）Hrushovski の論文で示されていることだが、αが無理数でも境界関数 f が発散する場合
はある。しかし、それは Baire の定理を使うので、かなりランダムな感じの実数になる。モデル
完全性、自己同型群の単純性のどちらもいまだにわかっていない。 
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