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研究成果の概要（和文）：決定論的力学系のダイナミクスは、周期軌道、準周期軌道、カオス軌道の3種類に分
類されると考えられる。準周期軌道とは無理数回転と共役なふるまいであり、特に保存力学系における準周期軌
道の重要性は良く知られていた。準周期軌道は回転数（無理数回転）、リアプノフ指数（ゼロリアプノフ指数）
などを用いて特徴づけられるが、これらの量は準周期軌道上バーコフ平均として計算できる。本研究では準周期
軌道上で定義される関数に対するバーコフ平均に関して、研究代表者らは、従来手法の1000倍程度以上(4倍精度
の場合)の高速化を実現する重み付きバーコフ平均を提案してその有用性を複数の例で確認するとともに各種性
質を明らかにした。

研究成果の概要（英文）：The Birkhoff Ergodic Theorem concludes that time averages, that is, Birkhoff
 averages of a function f along an ergodic trajectory of a function T converges to the space 
average. Convergence of the time average to the space average is slow. We introduce a modified 
average by giving very small weights to the "end" terms. When (x_n) is a trajectory on a 
quasiperiodic torus and f and T are infinitely differentiable, we show that our weighted Birkhoff 
averages converge "super" fast, i.e. with error smaller than every polynomial of 1/N. Our goal is to
 show that our weighted Birkhoff average is a powerful computational tool, and this study 
illustrates its use for several examples where the quasiperiodic set is one or two dimensional. In 
particular, we compute rotation numbers and conjugacies (i.e. changes of variables) and their 
Fourier series, often with 30-digit precision.

研究分野： 応用数学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
回転数、リアプノフ数などをはじめとしてバーコフ平均は力学系の軌道に関するさまざまな量に関わっている。
軌道長Nのバーコフ平均の収束スピードは一般に1/Nのオーダーであり実際に計算で準周期性の判断をすることは
困難であった。しかし、研究代表者らは、準周期軌道上のバーコフ平均に対しては、理論的には1/(Nに関する任
意の多項式)よりも速く収束する重み付きバーコフ平均を提案してその応用可能性を示した。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 

決定論的な力学系のダイナミクスは、周期軌道（不動点を含む）、準周期軌道、カオス軌

道の 3 種類に分類されると考えられている。準周期軌道とは無理数回転と共役なふるまい

であり、特に保存力学系における準周期軌道の重要性は良く知られていた。一方、散逸力学

系においては乱流発生のシナリオ（Palis-Takens のシナリオ）などで注目されることはあ

ったものの、ダイナミクスの理解のためにはそこまで重要視されていたとは言いがたい。研

究代表者らは、不安定次元の異なる周期軌道が共存する 2 次元写像において、不安定な準

周期軌道の存在が、ある種の時間間欠的なふるまいを引き起こすことを示唆する研究を得

たがバーコフ平均の収束の遅さにより、準周期軌道の存在の判定が困難であることがわか

った。 

準周期軌道は回転数（無理数回転）、リアプノフ指数（ゼロリアプノフ指数）などを用い

て特徴づけられる。これらの量は準周期軌道上（で定義される関数）のバーコフ平均と解釈

することが可能である。準周期軌道上のバーコフ平均は、素朴に計算すると軌道長 N に対

してN→∞で 1/Nのオーダーで収束する。これを高速化する試みはいくつか存在しており、

最近では 2014 年に理論値で 1/N7 のオーダーで収束する改良方法が提案されていた。これ

を高速化させることが実用上期待される。研究代表者は、S. Das (George Mason University), 

E. Sander (George Mason University), J. A. Yorke (University of Maryland) らと共に実

施した予備的研究において高速化のアイディアを思いつき、彼らとともにその手法や特徴

を整備することとなった。 
 
２．研究の目的 

準周期軌道はありふれているものの、その判定は困難であった。たとえばその特徴づけの

ひとつであるリアプノフ指数がゼロというものは実用上極めて判断が難しいものである。

一方、リアプノフ指数はバーコフ平均であるが、その収束は一般に遅いことが知られており、

その高速化は実用面から強く期待されていた。そこで理論と応用の双方の観点から高速化

手法の研究に取り組むこととなった。 

 
３．研究の方法 

研究代表者らが発案した準周期軌道上のバーコフ平均を高速で求める重み付きバーコフ

平均の手法を整備し、それが応用可能となる対象を明確化することを目指した。重み付きバ

ーコフ平均における用いるべき適切な C∞級重み関数ωは、準周期軌道上で定まる関数 f の

形に大きく依存すると予想された。そのため、複数の関数 f を例として設定し、それに応じ

て適切な重み関数ωを探索した。また、ディオファントス条件が実用計算上、高速化にどの

程度影響するかを明らかにすることも応用上重要であった。一部の観測時系列から準周期

軌道を判定する手法やフーリエ級数展開に対する応用など、重み付きバーコフ平均の応用

例を多数見出すことも目標となった。 
 
４．研究成果 

研究代表者らは準周期軌道上のバーコフ平均計算において収束の遅さは軌道の最初と最

後の影響が大きいことに由来していることを見出し、C∞級の重み関数を用いることによっ

て、理論値で 1/{N の任意の多項式} より早い収束をする重み付きバーコフ平均を考案し、

それに纏わる性質を詳しく調べて論文としてまとめた。いくつかの例に適用したところ、倍



精度数値計算で 1/N15程度、4 倍精度数値計算で 1/N25程度のオーダーの収束過程（N が 105

～108における収束過程）が確認でき、実用上も重み付きバーコフ平均が有効であることを

明らかにした。また、研究代表者らは重み付きバーコフ平均が準周期軌道上で定義される関

数のフーリエ級数計算にも適用した。例えば、ある種の複素力学系の写像反復によって発散

しない集合（ジーゲル円盤）に含まれる準周期軌道が作る一見“ギザギザ” した集合の滑ら

かさを、重み付きバーコフ平均を用いたフーリエ級数計算によって確認出来るようになっ

た。 

重み付きバーコフ平均の他の応用例、例えば、初期値空間においてカオス軌道と準周期軌

道を分離する際にも多くの初期値で計算を実行する必要が出てくる。このような応用に向

けて、重み付きバーコフ平均の更なる計算の高速化が期待されたため、重み付きバーコフ平

均で用いる C∞級の重み関数として w(t)=(-1/(tp(1-t)p)) (0<t<1), 0 (その他)という形に限定

して倍精度ならびに 4 倍精度計算の場合に計算速度を調べてみたところ、軌道長 N が小さ

い状況下 (倍精度計算が有効な範囲) では p=1 が適しており、N が大きい状況下 (4 倍精度

計算が有効な範囲) では p=2 が適していることをいくつかの例で確認し、重み関数を上記

の形に限定した場合でも p の値によって数倍から 10 倍程度の計算速度差が生まれることが

わかった。このように重み関数の選び方は、バーコフ平均計算における負荷が多い問題に取

り組む際には重要なポイントとなる。 

また、観測時系列の種類は時系列の背後に存する力学系の次元よりも少ないことが多い。

そのような場合に観測時系列の時間遅れ埋め込みと重み付きバーコフ平均を用いることで、

射影された準周期的な観測時系列データから回転数を高精度で同定する手法を開発した。 

 

以上で得た結果は主に S. Das (George Mason University (論文発表時は Courant Institute, 

New York University)), E. Sander (George Mason University), J. A. Yorke (University of 

Maryland) との共同研究として論文 2,3,8 としてまとめられた。 
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