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研究成果の概要（和文）：三次元の非圧縮単相流れと二相流れに対して構造保存型の数値解法を開発した。それ
は離散化された勾配、回転、発散が連続の場合と同じ性質を保持し、流れのPoisson構造と散逸構造を離散化後
も保存するものである。その結果、エネルギー（速度ベクトル場の自乗量）、ヘリシティ（速度ベクトル場と渦
度ベクトル場の内積）、エンストロフィー（渦度ベクトル場の自乗量）の収支が離散化後も連続の場合と同じ形
に表される。特に非粘性流れの場合にはエネルギーとヘリシティは正確に保存するがエンストロフィーは渦伸長
効果によって増大し、また粘性流れの場合にはそれらが粘性で減衰するような数値解法を開発することに成功し
た。

研究成果の概要（英文）：Structure preserving numerical methods are developed for three-dimensional 
one and two-phase incompressible flows. Discretized gradient, curl, and divergence operators have 
same properties as the continuum case. Then the budgets of energy, helicity, and enstrophy are 
expressed in the same form as the continuum case. The energy and helicity are conserved and the 
enstrophy is generated by vortex stretching in inviscid flows, and those are dissipated due to the 
viscosity in viscid flows.

研究分野：数値流体力学

キーワード： 構造保存型数値解法

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
現在の数値流体力学（CFD）では計算の安定性を確保するために実際よりも多くエネルギーを散逸させるように
調整されている（数値粘性）。また得られた数値解はNavier-Stokes方程式の近似解であることは保証されてい
るが、それがNavier-Stokes方程式から理論的に導出される渦度方程式、運動エネルギー・ヘリシティ・エンス
トロフィーの保存則を満たす保証はない。一方、本研究で開発した構造保存型数値解法によれば、それら全ての
方程式を離散化後も正確に満たすことが保証され、物理的に正しい数値解を常に得ることができる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
非平衡熱力学の一つの理論的枠組みとして GENERIC（General Equation for the Non-

Equilibrium Reversible-Irreversible Coupling）と呼ばれるものが提案されていた．これは状態
空間上に定義される二つの汎関数：エネルギー汎関数とエントロピー汎関数によって系の力学
的・熱力学的性質が記述されるとするもので，系の時間進展はエネルギー汎関数の汎関数微分に
作用する歪対称作用素とエントロピー汎関数の汎関数微分に作用する半正定値対称作用素によ
って記述される．この二つの作用素はある特定の退化条件を満たし，それによってエネルギー保
存則とエントロピー増大則が成り立つことになる． 
 一方，微分方程式がもつ何らかの構造を離散化後も保つような数値計算法は幾何学的数値積
分法あるいは構造保存数値解法などと呼ばれ，盛んに研究が行われていた．偏微分方程式に関し
ては Hamilton系などの保存系に関する研究が多くを占める中で，特に離散変分法のアイデアは
散逸系を扱うことができるという点で画期的であり，特に汎関数微分に働く作用素によって表
される構造を保存するという点で，上記の GENERIC の定式化と非常に相性が良いものではな
いかと考えられた． 
 
２．研究の目的 
本研究では流体力学に現れる各種方程式を（正準・非正準の）Hamilton系あるいはそれに散
逸を表す負定値勾配系が加わる形で定式化し，離散変分法のアイデアに基づいた構造保存型数
値解法の開発と数学解析を行う．近年，特に正準 Hamilton系を中心として構造保存型数値解法
の研究が盛んになっているが，広範な応用をもつ数値流体力学の分野に広く波及しているとは
言い難い．本研究では自由表面問題や二相流問題を含む流体力学の方程式に対して構造保存型
数値解法の開発を行い，各種保存則が離散化後も正確に成り立つような計算手法を確立するこ
とによって，現在の数値流体力学の主流である上流化による安定化手法に取って代わり得る次
世代の計算手法を提案することを目的とする． 
 
３．研究の方法 
本研究では，流体力学の各種基礎方程式を GENERIC に準じる形で定式化し，それに離散変分法
のアイデアを適用することによって構造保存型の数値解法を構築する．方程式としては，まずは
理想気体の圧縮性 Navier-Stokes 方程式を考え，それに対してエネルギー保存則とエントロピ
ー増大則が離散化後も成り立つような数値解法を開発する．その後，この圧縮性 Navier-Stokes
方程式の研究で得られた知見と非圧縮性 Navier-Sokes 方程式に対する構造保存型数値解法の開
発の際に得られた知見を総合し，自由表面流れや二相流れを記述する方程式の構造保存型数値
解法の開発を目指す．いずれも実際にプログラムを作成して計算を行い，その有効性を評価・検
証する． 
 
４．研究成果 
非圧縮流れを記述する渦度方程式は非粘性の場合 Poisson 構造をもつことが知られており，
また保存系の Poisson 構造に負定値対称の二次形式を組み合わせることによって散逸系を記述
する試みも行われている．本研究ではこれらの概念を用いて二次元と三次元の渦度方程式を歪
対称の Poisson 括弧と半負定値対称の散逸括弧により定式化し，それに離散変分導関数法のア
イデアを適用して運動エネルギーと enstrophy（三次元の場合は helicity）が非粘性の時には正
確に保存し，粘性がある時には適切に散逸する計算手法を開発した．さらに，それを Navier-
Stokes/Cahn-Hilliard 方程式に拡張することにも成功した．  
 
4.1 渦度方程式/Cahn-Hilliard 方程式の定式化 

流れの領域 Ω ⊂ ℝ  上で自由エネルギー 
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を導入し，Hamiltonian と enstrophy を 
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と定義する．ここで  を流れ関数とし， = ∇ ×  は速度， = ∇ ×  は渦度である．また  

は密度で  は二相を区別するオーダーパラメータである．Poisson 括弧と散逸括弧をそれぞれ 
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によって定義すると，Poisson 括弧は歪対称，散逸括弧は対称半負定値で，渦度方程式/Cahn-

Hilliard 方程式は 

 ℱ
= {ℱ,ℋ} + [ℱ, ]   

が成り立つことと同値である(1)．  

 

4.2 空間離散化 

離散勾配作用素 ∇GE, ∇CF∗ ，離散回転作用素 (∇ ×)EF, (∇∗ ×)FE および離散発散作用素 

(∇ ⋅)FC, (∇∗ ⋅)EG を 

 (∇GE ) = ( ) ,   (∇CF∗ Φ) = ( ∗Φ)   ( = 1,2,3)   
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[(∇∗ ⋅)EG ] = ( ∗ ) + ( ∗ ) + ( ∗ )  

 

  

と定義する．ここで  および ∗ ( = 1,2,3) は 
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Δ
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ただし 

 
Δ = − ,   Δ ̅ = − /2   

によって定義される差分作用素である．これらの関数と作用素に対して，格子辺上の線積分

に関する微積分の基本定理，格子面上の面積分に関する Green の定理およびセル上の体積

積分に関する Gauss の発散定理が自然な形で成り立つことを示すことができる(2)．また任

意の関数 , , , Φ に対して 

 (∇ ×)EF∇GE = 0,  (∇ ⋅)FC(∇ ×)EF = 0, 
(∇∗ ×)FE∇CF∗ Φ = 0,  (∇∗ ⋅)EG(∇∗ ×)FE = 0 

  

が成り立つことが示される(2)．また 

 (∇∗ ⋅)EG = 0 ⇒ (∇∗ ×)FE(∇ ×)EF = −ΔEE , 

(∇ ⋅)FC = 0 ⇒ (∇ ×)EF(∇∗ ×)FE = −ΔFF  
  

が成り立つ(2)．内積をそれぞれ 

 〈 , 〉GRID = ΔΩ ,   



〈 , 〉EDGE = ΔΩ + ΔΩ + ΔΩ , 

〈 , 〉FACE = ΔΩ + ΔΩ + ΔΩ , 

〈Φ,Θ〉CELL = Φ Θ ΔΩ  

と定義すると 

 〈∇GE , 〉EDGE = −〈 , (∇∗ ⋅)EG 〉GRID, 

〈(∇ ×)EF , 〉FACE = 〈 , (∇∗ ×)FE 〉EDGE, 
〈(∇ ⋅)FC ,Φ〉CELL = −〈 ,∇CF∗ Φ〉FACE 

  

が成り立つ(2)．また補間作用素  および FE
∗  を 

 ( EF ) = ( ∗ ) ,  ( ) = ( ∗ ) , 

( EF ) = ( ∗ ) ,   ( FE∗ ) = ( ∗ ∗ ) , 

( FE∗ ) = ( ∗ ∗ ) ,   ( FE∗ ) = ( ∗ ∗ )  

  

と定義すると外積を 
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と定義することができる．  

 

4.3 渦度方程式/Cahn-Hilliard 方程式の離散化 

流れ関数と渦度場の離散近似を  とし，速度場と渦度場の離散近似をそれぞれ 

 = (∇∗ ×)FE ,   = (∇ ×)EF    

と定義する．そのとき離散 Navier-Stokes 方程式は  

 ( ) / = ( ) / × FE∗ ( ) /  

         + (1/ ) GEΜ / ∇GE( ) / + ΔEE( ) / − ∇GE  
  

離散 Cahn-Hilliard 方程式は 

 ( ) / = (∇∗ ⋅)EG − GE( ) / ( ) / + ∇GEΜ /   

となる．これらと 

 ∇∗ ⋅
EG

= 0   

を連立して解くことにより速度 ，Bernoulli 関数  およびオーダーパラメータ  

( = 1,2,… ) を求めることができる．  

 

4.4 検査計算 

立方体領域 [−1,1]× [−1,1] × [−1,1] の中央に置かれた，初期形状が一辺の長さ１の立方

体である液滴を考える．初期状態のオーダーパラメータの分布を Fig.1 に示す．表面張力に

よって初期形状から安定状態の球に向かって変形することになり，その過程を計算した．計

算に用いたパラメータの値は次の通りである． 

 = 1,  = 0.05,  = 0.2,  = = 2.0× 10    



流体は非粘性とし，二重井戸型ポテンシャル  は ( ) = ( /4)( − 1)  とした．格子分

割は各方向 40の等分割とし，各方向に周期境界条件を設定した． 

        

(a) x-y plane                      (b) x-z plane 

Fig.1  Initial distribution of the order parameter 

 Fig.2 に液滴の  断面の時間変化を示す．正方形と菱形の間で振動するが，その振幅は

徐々に減衰し円形に近づいていく．これは Cahn-Hilliard 方程式で表現される拡散効果に

よってエネルギーが減衰することによる．Fig.3 にエネルギーとその散逸率の時間履歴を示

す．運動エネルギーと自由エネルギーは液滴の振動とともに振動するが，全エネルギーは単

調に減少していることが分かる．また流体が非粘性であるのでエネルギーの粘性散逸は０

であり，散逸は拡散によってもたらされていることが確認できる． 

 

(a) = 0.0    (b) = 0.66   (c) = 1.32 (d) = 1.98   (e) = 2.64   (f) = 3.30 

Fig.2  Shape of the cross section of the droplet (x-y plane) 

 

      

(a) Time history of energy            (b) Dissipation of energy 

Fig.3  Time history of energy and dissipation of energy 
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