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研究成果の概要（和文）：レヴィー過程理論はファイナンス、保険、待ち行列等、広い分野で用いられ、その近
年の発展は従来のブラウン運動モデルに代わる現実的なモデルを可能にしてきた。最適制御問題への応用におい
ては、反射過程等に関する理論の直接の応用が可能であり、それらはレヴィー過程理論とともに発展してきた。
本研究では，レヴィー過程の最適制御問題において、通常の連続的観測に代わるポアソン的観測モデルでの最適
解の解析、および必要となる理論の構築を行った。レヴィー過程のポアソン的観測に関する理論的研究をさらに
深め、最適配当問題、最適在庫問題、最適停止問題に適用し、最適解の導出方法および最適性の証明の手法を確
立させた。

研究成果の概要（英文）：Levy processes are used in various fields such as finance, insurance and 
queues. Their recent developments have enabled us to achieve realistic models, generalizing greatly 
the traditional Brownian motion models.  Regarding their applications in optimal stochastic control,
 analytical results such as those on reflected processes can be directly used.  This research 
focused on a version of stochastic control where observation times are given by Poisson arrival 
times and developed analysis on optimal solutions and theories needed to achieve these. By studying 
further the related results on Levy processes observed at Poisson arrival times, we solved the 
optimal dividend, inventory and stopping problems, establishing procedures and techniques for the 
derivation of optimal solutions.

研究分野：確率論、数理ファイナンス、保険数学

キーワード： レヴィー過程　ファイナンス　保険　在庫管理　確率制御
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研究成果の学術的意義や社会的意義
連続時間確率制御問題はこれまで連続観測モデルに焦点が当てられ、伊藤の公式や微分方程式論を駆使すること
によって、様々な理論的結果が得られてきた。しかしながら、現実には観測は離散的に行われ、連続的観測モデ
ルがその近似を正確に行えられるかを調べることは非常に重要な課題であった。一方で離散観測モデルでは一般
的には解析的手法の利用が難しく、数値的アプローチに限られてきた。本研究では観測がポアソン的である場合
に焦点を当てることで、解析的アプローチを確立させた。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９，Ｆ－１９－１，Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 

(1)確率的最適制御問題の連続時間モデルでは，利得の最大化（またはコストの最小化）を目的

とし，ある決められた関数の期待値を最適化する戦略を求める．多くのモデルでは利得（コス

ト）関数の単調性や凸性等の仮定の下で，「バリア戦略」の最適性の解析に焦点が当てられて

いる．最適制御問題の代表例である最適配当問題では，企業の余剰資金が底をつく破産時刻ま

での期待配当額の最大化を目的とし，ある閾値の超過分を配当として支払い続ける戦略が最適

戦略となる．この場合の被制御過程はその閾値を反射壁とする反射過程となり，特にブラウン

運動や一部のレヴィー過程の場合には，反射過程に関する既存の古典的結果が最適化問題の解

法に直接活用されてきた． 

 

(2) しかしながら，これらの既存の結果の多くでは連続的な観測を仮定しており，その現実的

な応用には限界がある．観測にはコストが発生し，また観測頻度を高めることは物理的にも不

可能なことが多い．実際に，多くのモデルにて最適とされる反射戦略が現実世界で見られるこ

とは非常に少ない． 

 

(3) 一方で，研究開始当初，連続的観測に代わる，周期的な観測下での確率解析が進められて

いた．特に観測間隔が独立な指数分布を持つ場合には，解析的なアプローチも可能になってき

ていた． 

 
２．研究の目的 
 

本研究では，レヴィー過程の最適制御問題において，観測（制御機会）が周期的にのみ訪れる

場合の解析とその応用を目指した．通常の最適制御問題では連続的観測が仮定され，簡潔かつ

解析的な最適解が得られることが多い．一方で，その仮定は現実的ではなく，それが緩和され

た場合にどれだけ最適解が変化するかを解析することは極めて重要である．本研究では，最適

配当問題や在庫管理問題を中心に，観測時に対象となる確率過程がある閾値を超えていた場合

にその閾値まで押し戻す「パリジャン反射戦略」の最適性の解析を第一の目的とした．また，

最適停止問題への応用も視野に入れ，同様の解析手法が適用できるか，その更なる可能性を追

求した． 

 
 
３．研究の方法 
 

Pérez and Yamazaki [1]等の論文により，下向きジャンプ付きレヴィー過程（負スペクトルレ

ヴィー過程）モデルにおいては，観測間隔が独立な指数分布に従う場合の，退出時刻やレゾル

ベント等の計算手法が変動理論(fluctuation theory)により求められていた．それらの結果を

さらに拡張し，また尺度関数(scale function)を効率的に用いることで，最適制御問題での最

適解の予測およびその最適性の証明までを行った．さらに数値解析も並行して行い，観測機会

が増加するにつれて連続観測下での最適解に収束するかを確かめるべく，数値実験を行った． 

 
 
４．研究成果 
 

(1) Pérez and Yamazaki[1]では，ポアソン到着時刻にある閾値に戻されるパリジャン反射過程

について様々な解析的結果を得た．それらを用い最適配当問題への応用を行い，配当機会があ



る独立なポアソン過程のジャンプ時刻に限られる場合を扱った．この問題設定においては，正

スペクトルレヴィー過程の場合（デュアルモデル）において，[2]にて各ポアソン的配当機会に

ある閾値を超えていた場合にその超過分を配当として支払うパリジャン反射戦略の最適性が示

されていた．ここで，[3]にて負スペクトルレヴィー過程モデルにおいても同様に成り立つかを

解析した．パリジャン反射戦略の最適性は一般には成り立たないものの，レヴィー測度の密度

が完全単調(completely monotone)な場合において最適性が成り立つことを示した．またポアソ

ン到着の頻度の増加とともに，連続的観測下での最適解に収束することを解析的かつ数値的に

示した． 

 

次に[3]の結果を資本注入がある場合へ拡張した．[3]と同様に配当機会がポアソン的であり，

さらに資本注入により企業の余剰資金を正値に保つ条件下での配当―資本注入の最適戦略を求

めた．ここで，上記のパリジャン反射戦略の拡張として，一般的な負スペクトルレヴィー過程

の場合に下側に古典的な反射を加えた戦略が最適であることを示した[4]． 

 

(2) アメリカ型オプションの無限期間レヴィー過程モデルでは，Mordecki [5]らにより，コー

ルオプションの場合にはある閾値を初めて超えた時刻，プットオプションの場合には初めて下

回った時刻に権利行使するバリア戦略が最適であることが知られている．ここで，停止機会が

連続的ではなく，独立なポアソン到着時刻にのみ可能な場合の解析を行った． 

 

まず，[6]では割引率が正の場合を扱い，ポアソン的停止機会の中で初めてある閾値を上回った

（下回った）時刻に権利行使することが最適であることを示した（図１を参照）．特に正スペ

クトルレヴィー過程と負スペクトルレヴィー過程の場合には具体的に最適解が尺度関数を用い

て解析的に得られることを示した． 

 

次に，[7]において，割引率が負の場合の

解析を行った．De Donno et al.[8]によ

り連続的観測の下，割引率が負の場合に

は最適戦略がバリア戦略にはならず，資

産価格がある区間に初めて入った時刻に

権利行使する区間戦略が最適である場合

があることが分かっており，同様の結果

がポアソン的観測の場合にも成り立つこ

とを示した．変動理論を用いて解析的な

価値関数の表現を求め，さらにポアソン

到着の頻度が増加するにつれて[8]での結

果に収束することを示した．また数値解

析を通して，区間戦略の最適性とポアソ

ン到着の頻度についての[8]への収束を確

かめた． 

 

(3) 連続時間在庫管理問題において，通常の連続的補充機会ではなく，独立なポアソン到着時

刻にのみ補充が可能な場合の解析を行った[9]．最適配当問題の場合と同様に，パリジャン反射

図 1：Pérez and Yamazaki [6]での最適戦略．ポアソ

ン的観測時刻 T の中で初めて赤で示される停止領域に

入った時刻が最適停止時刻となる． 



戦略下での補充コスト及び在庫コストの期待値を尺度関数を用いて表現し，最適閾値の計算及

びその最適性の証明を行った． 

 

(4) 企業の最適資本構成を扱うLeland-Toftモデルにおいて，連続的観測ではなく，ポアソン到

着時刻にのみ資産額の観測が可能な場合を考察した[10]．ポアソン到着時刻の中である閾値を

下回った時刻を倒産時刻とし，その最適閾値を求めた．また，数値実験を通して，様々なパラ

メータに対しての最適資本構成及び信用スプレッドの計算を行った． 
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