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研究成果の概要（和文）：解析解を利用した輻射輸送方程式の数値手法を提案し、また非整数階の時間微分を持
つ新奇な輻射輸送方程式に対しても研究を行った。さらに、多孔質媒体を水に混ざって移動する分子の輸送の支
配方程式が輻射輸送方程式であることを明らかにした。逆問題の観点からも研究を実施し、乱数を用いる方法
や、空間周波数領域の測定に対応する光トモグラフィーの数値手法の提案など行った。前者では拡散近似を施す
ことにより拡散方程式に対する逆問題に帰着させた。後者では解析解を利用することにより、輻射輸送方程式そ
のものに対する係数決定逆問題の数値手法を作った。輻射輸送方程式を用いた光学特性値の決定も行った。

研究成果の概要（英文）：A numerical method for the radiative transport equation using analytical 
solutions was proposed. In addition, a novel radiative transport equations with fractional-order 
time derivatives was studied. Furthermore, we revealed that the radiative transport equation is the 
governing equation for the transport of molecules in water which move in porous media. Related 
inverse problems were studied. A numerical method with random numbers was proposed for optical 
tomography. A numerical method was developed for measurements in the spatial frequency domain. In 
the former, the problem was reduced to an inverse problem for the diffusion equation by the 
diffusion approximation. In the latter, by using analytical solutions, we created a numerical method
 for the inverse problem of determining coefficients of the radiative transport equation. Parameter 
estimation was done using the radiative transport equation.

研究分野： 物理応用数学

キーワード： 輻射輸送方程式　線型ボルツマン輸送　光トモグラフィー

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
多孔質媒体中の分子輸送の支配方程式が輻射輸送方程式であることが明らかになったが、この研究は土壌汚染の
問題などに波及効果がある。光トモグラフィーにおいて、輻射輸送方程式の利用は困難であるとされており、拡
散近似によって得られる拡散方程式の逆問題として定式化される。今回、解析解を利用することにより輻射輸送
方程式の高速な数値手法が確立し、それを用いた逆問題の解法の開発も行った。これにより、光トモグラフィー
の分野に新たな展開が期待できる。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
 輻射輸送方程式は線形のボルツマン方程式である。雲や霧、星間物質、生体組織などのランダ
ム媒 質中を伝播する光の強度は輻射輸送方程式に従う。また、原子炉中の中性子やガンマ線も
輻射輸送方程式で記述される。また、地震波も輻射輸送方程式で取り扱うことができる。このた
め、物理、天文、地球物理、生物、医学、原子炉工学などの様々な分野で輻射輸送方程式が登場
する。ところが輻射輸送方程式は空間変数と速度変数を持つ積分微分方程式であり、解析解を求
めることはもとより数値計算することも容易ではない。時間に依存する場合には時間変数も加
わる。数値計算手法としては、モンテカルロ・シミュレーションに加えて差分法、有限要素法な
どが用いられる。1 次元の場合と、2 次元、3 次元の等方散乱の場合には解析解が知られている。
等方散乱とは、ランダム媒質中で各方向に等確率で散乱されるという意味である。人体をはじめ
とした生体組織では通常強く前方に散乱され、等方散乱とは様相が異なる。 
 原子炉工学や医用イメージングで現れる複雑な形状の媒質で輻射輸送方程式を計算する
ためには、 モンテカルロ、差分法、有限要素法などの数値手法が必要になる。本研究で解
析解が得られると、これらの数値手法の妥当性を保証するベンチマークを提供できる。 
 本研究で得られる解析解は、将来的に輻射輸送方程式の逆問題を解くことに使える。光ト
モグラフィーは X 線の代わりに近赤外線を用いた CT (Computed Tomography) である。生
体組織中の光強度は輻射輸送方程式に従うことが知られており、光トモグラフィーは、境界
値から輻射輸送方程式の吸収係数や散乱係数を決める逆問題を解くことで行われる。光ト
モグラフィーでは通常、輻射輸送方程式の近似式である拡散方程式が使われる。  
 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は輻射輸送方程式の解析解を構築することである。境界がある媒質を想定し、特
に等方散乱に限定せず任意の散乱を仮定する。 
 
 
３．研究の方法 
 
 輻射輸送方程式の斉次解の求めることで固有モードが得られる。興味のあるもともとの輻射
輸送方程式の解は、境界条件を満たすように固有モードを重ね合わせることで求まる。 
 1960 年に米国の物理学者により、1 次元に限定されるが、特異固有関数を用いる変数分離の
方法が開発されて解析解が求まった。この方法では、固有モードの重ね合わせとして解析解が得
られる。固有モードには特異固有関数と呼ばれるデルタ関数とコーシーの主値積分から成る超
関数が現れ、また対応する「固有値」は固有値と連続スペクトルで構成され、数理物理として興
味深い構造を持つ。境界がある場合に初めて得られた解析解であり、アメリカ、イギリス、フラ
ンスを中心に関連する論文が量産された。この特異固有関数の方法を 2次元、3次元に拡張する
ための多大な努力がなされたが、満足のいく結果は得られなかった。Duderstadt と Martin によ
る教科書で特異固有関数の方法を多次元に拡張することが困難であることが紹介されると、拡
張を試みる論文も激減した。 
 2014 年になり、3 次元の場合に境界のない無限系における解析解が申請者によって得られた。 
いったんは諦められた特異固有関数の方法を復活させることができた鍵は、回転座標の考えの
利用である。本研究では回転座標の技術をさらに発展させることで輻射輸送方程式の研究を進
める。 
 
 
４．研究成果 
 
 双直交の固有モードの計算に困難があり、境界のある状況での解析解は未解決問題のままで
ある。しかし、応用面で成果をあげることができた。解析解と関係のある輻射輸送方程式の数値
手法としては回転座標の方法が知られているが、球面調和関数の級数が発散してしまうという
弱点があった。これを克服した、3次元解析的離散方位法を開発した。時間に依存する輻射輸送
方程式については 1 次元の場合にも安定な数値手法が無かったが、逆ラプラス変換の数値計算
を工夫することができた。これにより得られた輻射輸送方程式の解を実験結果と比較すること
により、多孔質媒体を水に混ざって移動する分子の輸送の支配方程式が輻射輸送方程式である
ことを明らかにできた。多孔質媒体中の分子輸送の支配方程式は当該分野の長年の問題であっ
たが、この問題を前に進めることができたことになる。 



 研究は逆問題へも展開した。解析解を利用した数値計算は高速であるために、輻射輸送方程式
の逆問題を解くことが可能になる。輻射輸送方程式の係数決定逆問題を解くことで、空間周波数
領域の測定に対応する光トモグラフィーの数値手法を提案した。また、拡散近似を施した場合に
ついて、乱数を用いる手法も開発した。異常輸送現象について、非整数階の時間微分を持つ輻射
輸送方程式に対する逆問題を考えた。この逆問題に対してリプシッツ安定性を示すことができ
た。輻射輸送方程式を用いた光学特性値の決定も行った。 
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