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研究成果の概要（和文）：1) 非可積分系のトンネル効果を複素安定多様体機構に基づき解析した．トンネル効
果に最も多きな寄与を与える複素軌道は，規則領域に最も近い不安定周期軌道に漸近する複素安定多様体に沿っ
たものであることを明らかにした．古典位相空間に非可積分系由来の構造をもたない超近可積分系においても異
常トンネル効果が現れることを発見した．
2) 位相空間に可積分構造のない場合の遅い緩和の期限を考察した．離散写像のPerron-Frobenius作用素の第二
固有関数，閉領域からの脱出率，ガラスに見られる遅い緩和の力学的起源など，通常，時間無限大において議論
される緩和の問題を，そこからの補正という観点から解析した．

研究成果の概要（英文）：1) The tunneling effect in non-integrable systems was analysed on the basis 
of the complex stable manifold mechanism. It is found that the complex orbits that contribute most 
to the tunneling effect are along complex stable manifolds that asymptotically approach the unstable
 periodic orbit closest to the regular domain. It is found that anomalous tunneling effects also 
appear in ultra-near integrable systems that have no structures inherent in nonintegrability of the 
classical system. 
2) The slow relaxation in the Hamiltonian system without regular structures in classical phase space
 was considered. The relaxation problem was discussed by studying the second eigenfunction of the 
Perron-Frobenius operator of a discrete map, the escape rate from a closed domain and the dynamical 
origin of the slow relaxation in glass, are analysed, especially focusing on the correction from the
 time going infinity limit. 

研究分野：非線形物理学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
近可積分ハミルトン系は，ニュートン力学に支配される物理現象のほぼすべてを含む力学系のカテゴリーであ
る．本研究は，世の中に最もありふれた系の古典力学および量子力学に対する基本的性質を明らかにすることを
目的としたものである．前者に関しては，世の中の多くの現象がなぜ直ちに熱平衡に向かうことがないか？ま
た，後者については，非可積分な系の量子力学固有のトンネル効果が可積分な系のそれと本質的にどこが違うの
か？という点について考察したものであり，自然現象に対する理解を最も基礎的な原理から考察した研究として
位置づけられる．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
摩擦や抵抗など散逸のない系の動力学はハミルトンの運動方程式によって記述される．ハミル
トン系には，その運動方程式を解くことのできる系(可積分系)と，そうでない系(非可積分系)と
に分類されることはよく知られる．可積分な系(例えば調和振動子)に摂動が加わると， 一般に
系は非可積分に転ずるが，その位相空間のすべてを突如としてカオスが支配するわけではく，可
積分かつ規則的な軌道も十分たくさん残り続ける．可積分系に摂動が加わった形のハミルトン
系は，広く近可積分系と呼ばれ，現実の物理過程に最も広く現れるハミルトン系であり， よっ
てその十分な理解は，物理現象をミクロなレベルに遡って考える際に避けて通ることができな
い．特に，規則軌道，カオス軌道といった，運動の形態を全く異にする軌道がひとつの位相空間
に共存・混在する近可積分系の混合位相空間では，その境界に，規則軌道ともカオス軌道ともつ
かぬ，未だ素性不明の軌道群が伏在し，それらが，可積分，理想カオスの両極限には存在しない，
近可積分系固有の現象を発現させると考えられている．本研究は，以上のような近可積分系の古
典位相空間の特異性に注目し，それらが対応する量子力学にいかに顕在化し，どのように近可積
分系固有の量子現象を誘起するか，その機構と背景にある数理を探ることを目的としている．近
可積分ハミルトン力学系については，古典ならびに量子論ともに，過去 30年ほどの間に多くの
研究が行われ，数学および物理の問題として一定の成果を収めてきた．とくに，規則軌道とカオ
ス軌道を隔てる「動的障壁」が隔てる各不変集合内での動力学については主として数値的なアプ
ローチによって知見が蓄積されたことは多くの人が知るところである．しかしながら，動的障壁
の近傍のダイナミクス，もしくは動的障壁を跨ぐ動力学，といった観点での研究は近可積分系固
有の興味深い観点であるにもかかわらず，依然として多くの問題が曖昧なまま残されている．  
 
２．研究の目的 
(1) 半古典論(あるいは WKB 理論)は，量子古典対応を解析するための最も有効な手法である．
光学における幾何光学と波動光学の関係は，力学における古典力学と量子力学 の関係に対応し，
半古典近似は，光学におけるいわゆるアイコナール近似に他ならない．半古典論の有効性は，非
可積分系，特に理想カオス系の量子古典対応を議論する際，暗黙の前提条件になっているが，実
はこれまで系統的に議論されたことがない．特に，近可積分系における半古典近似がいかなるタ
イムスケールまで有効で，また何を理由に破綻するか，明確なコンセンサスがないままに今日に
至っている．本研究では，理想カオス系に対する半古典近似の有効性を詳細に検証し，その結果
を踏まえた上で近可積分系における半古典近似の有効性についての議論を行う．  
(2) 規則軌道とカオス軌道とが古典位相空間の相互不可侵な不変集合を成すのに対し，不確定性
関係の支配する量子力学では，両者の境界の意味も自ずと違ったものになる．プランク定数ゼロ
の極限で量子力学は古典力学に移行すべし，という対応原理(量子古典対応)の要請を満たしつつ，
一方で，量子力学固有な現象(トンネル効果，量子局在など)を併せもつ量子論と，近可積分系の
特異な位相空間がいかに整合するか．本研究では，近可積分系での動的トンネル効果の特性を明
らかにする．  
(3) 非可積分系の新しい量子現象の理解は，その解析手法の開発と切り離すことができない．半
古典論あるいは WKB 理論が量子力学の近似理論として発展してきた経緯は広く知られるとこ
ろであるが，近年，数学者によって提唱された完全 WKB 解析 (resurgent theory) は，100 年
以上，その意味が曖昧なまま手つかずの状態にあった，いわゆるストークス現象(漸近解の消滅
と生成現象)に対する厳密な意味付けを与え，ストークス幾何学，という新しい領域を拓くにま
で至った．既に我々は，理想カオス系におけるストークス幾何学の解析を行ったが，その手法を
近可積分系を含むより広い系に応用する．  
 
３．研究の方法 
(1) 古典位相空間における多様体の折れ曲がり点(波動光学で言うところの「火点」，半古典理
論の「転回点」)近傍では，一般に，半古典近似が有効性を失い量子古典対応が崩れる．理想カ
オス系においては，いわゆる引き延ばしと折れ畳み機構が働くことにより，位相空間の折れ曲
がり点が時間と共に増大し，それにつれて量子古典対応の破綻領域が次第に成長する．具体的
に研究を進めるに当たっては，簡単な 2次元写像系を対象に，半古典近似破綻の条件とその詳
しいメカニズムを明らかにする．  
(2) エネルギーの十分大きな極限では，量子力学の波動関数は，位相空間の中の規則領域とカ
オス領域とのいずれかに局在し，相互の領域はトンネル効果でしか行き来することができずそ
の結合は指数関数的に小さい．面積保存離散写像，連続時間系に対して，複素半古典論，高精
度数値計算を用いることにより近可積分系におけるトンネル効果を調べる． 
(3) 上記 2つのテーマは，いずれも半古典論をその主たる解析手段とする．特に，その性格
上，いずれの問題も大域的な半古典解の構成が俎上に載ることから，ストークス現象とよばれ
る半古典解の生成・ 消滅の理論を確立しておくことが避けられない．ここでは，完全 WKB 解
析をその手段として用いる．完全 WKB 解析は，従来の半古典論が，長年，曖昧なまま処理して



きた半古典解の消滅・生成問題を 自家薬籠中にすることに成功し，さらに最近に至って，高次
元，非可積分系に対しても適用可能なまでに発展を遂げた．我々の課題は，完全 WKB 解析とい
う新しい数学の格好の実験場であると同時に， 物理現象との最も自然な接点となっている．こ
こでは，大域解構成の情報が集約された「ストークス 幾何」を多準位非断熱遷移の問題に応用
することにより，近可積分系の複素半古典論の基礎理論構築に役立てる．  
 
４．研究成果 
(1) 半古典近似が成り立つためには，近似に寄与する古典軌道が位相空間上で十分離れている
必要があるが，カオス系では引き延ばし折れ畳み機構のため極めて短時間でその状況を破る古
典軌道が多数発生する．これに対し, Tomsovic らは, 強いカオス系であっても, 当初の予想に
反し，十分長い時間，半古典近似が有効であることがあり得ることを示し, その機構の簡単な考
察を行った．しかし，その理路には未検証の仮説が含まれ，一般論構築には未だ多くの問題点が
残っていた．我々は, カオス発生の機構が単純でよく調べられているエノン写像を用いてカオ
ス系の半古典論の有効性の吟味を行った．特に，系がいわゆる馬蹄型条件を呼ばれる理想カオス
状態を検討したところ，プランク定数の大きさによっては，非遊走集合を含む位相空間内の一定
領域内に折れ曲がりが現れず, 近似の破綻が起こらない可能性があることを明らかにした．馬
蹄型条件が破れた場合での解析が次の課題である． 
(2) 通常，トンネル効果の大きさはプランク定数に対して指数関数的な依存性を示す．たとえ
ば，対称二重井戸ポテンシャルをもつ 1 次元系の基底状態と第一励起状態はトンネル効果によ
りエネルギー分裂を起こしその大きさはプランク定数に対して指数関数的に減衰する．それに
対し，カオスを内在する量子写像系のエネルギー分裂を大規模数値計算によって調べたところ，
トンネル効果によって現れるエネルギー分裂が引き延ばされた指数関数(stretched 
exponential)に従うことを見出した．トンネル効果が量子効果として認識されて以来，指数関数
減衰から外れた形のトンネル効果の存在が認識されたのは我々の知る限り始めてのことである．
この事実は，非可積分系のトンネル効果が半古典理論では捉えることができない，可積分系のト
ンネル効果とは本質的に異なる現象であることを示唆する． 
(3) 古典力学的な遷移の禁止された領域への量子力学的な遷移は通常指数関数的に小さなもの
になることが期待される．それに対して，非可積分量子写像のトーラスを初期状態とする 1ステ
ップの遷移確率を，Baker–Campbell–Hausdorff 展開によって決まる可積分系の基底で表すと，
その遷移確率がプランク定数減少に対し増大する様子が観察される．この現象は，トンネル効果
によって現れるエネルギー分裂が引き延ばされた指数関数に従うという，我々によって見出さ
れた異常トンネル効果の起源につながるものであり，その原因究明は急務である．また，トンネ
ル確率や 1 ステップの遷移確率が，通常期待されるプランク定数に対する指数的依存性を破る
ことは，非可積分系のトンネル過程が半古典理論による記述を超えた現象であることを示唆す
るものであり，その観点からも極めて重要な問題として位置づけられる．ここでは，非可積分量
子写像のトーラスを初期状態とする 1 ステッププロパゲータの半古典近似を解析した結果，プ
ランク定数に対する遷移確率の増大現象が，Baker–Campbell–Hausdorff 展開の量子補正に帰す
るものであることを突き止めた．この結果は，エネルギー領域の非可積分系のトンネル効果が，
複素軌道を用いた半古典論でも捉えることのできない純量子効果になっている可能性を示唆す
るものであり，可積分系のトンネル効果との最大の相違点になっている可能性がある． 
(4) 非可積分系ンネル効果の半古典解析の困難は，無数に潜在する鞍点解から寄与の大きい複
素軌道を抽出することにある．これまでの研究から，非可積分系（とくに離散写像モデル）にお
いては，複素空間の前方 Julia 集合が半古典プロパゲータに寄与する軌道を含むことが明らか
になっている．さらに，Bedford-Smillie により，周期点から伸びる複素安定多様体が前方 Julia
集合をよく近似することが証明されている．これらの事実を基に，近年，我々が提案した散乱写
像を例に，その複素安定多様体を求め，半古典プロパゲータに寄与する軌道抽出とその特徴づけ
を試みた．まずその準備として，Crofts-Davidchack の手法を用いて実面上に存在する不安定周
期軌道を求め，その各周期軌道から伸びる複素安定多様体と半古典プロパゲータの初期多様体
との交点を系統的に計算する方法を開発した．半古典プロパゲータへの寄与の大きさはおおよ
そ複素軌道の作用虚部によって決まるため，次に，求まった複素安定多様体に沿った作用虚部を
計算し，寄与の大小を評価する計算手法を確立した． 
(5) 散乱領域が有限な領域にあり，かつ無限遠で自由運動に漸近する非可積分な散乱写像を提
案した．この系は摂動の強さを制御することによって，カオス運動と規則運動の混在する混合位
相空間を実現し，動的トンネル効果を調べるモデルとして最適である．また，摂動強度を強くす
ると規則運動が消失し，理想カオスも実現する．ここでは，古典系に関する以上の性質を踏まえ
た上で，複素スケーリングの方法を用いて対応する量子系の共鳴状態を計算し，従来から行われ
ている吸収ポテンシャルを用いた共鳴状態の計算の妥当性を検討した．その結果，吸収ポテンシ
ャルが不連続性をもつ，あるいはポテンシャルの変動幅が激しい場合，複素スケーリングを用い
た結果を再現しないことが明らかになった．近年，共鳴状態の状態数と対応する古典系の不変集
合のフラクタル次元には一定の関係（いわゆるフラクタルワイル則）が成り立つことが予想され，
吸収ポテンシャルの方法を用いてその数値的検証が行われているが，本研究はそれらの計算結
果の妥当性に再検討を促すものである．また，ここで提案されたモデルは近可積分系におけるト
ンネル効果の散乱モデルを提供する． 



(6) 非可積分系トンネル効果の複素半古典解析の困難は，無数に潜在する鞍点解から寄与の大
きい複素軌道を抽出することにある．これまでの研究から，非可積分系（とくに離散写像モデル）
においては，複素空間の前方 Julia 集合が半古典プロパゲータに寄与する軌道を含み，さらに，
周期点から伸びる複素安定多様体が前方 Julia 集合をよく近似することが明らかになっている．
これらの事実を基に，我々が提案した上記，散乱写像に対して，その複素安定多様体を求め，半
古典プロパゲータに寄与する軌道抽出とその特徴づけを試みた．ここでその計算手法としては
上記(4)で確立した方法を用いた．計算の結果，トンネル効果に重要な寄与を与える複素古典軌
道は，実カオス領域に単調に漸近するわけではなく，一旦，複素面深くに入り，そののち規則領
域近傍の実準安定カオス領域に接近することが明らかになった．このことは，複素領域内のカオ
スがトンネル効果に本質的な役割を果たす，言い換えれば，実不変集合だけからトンネル効果に
何が起こるかを類推することはできず，複素カオスの性質を見なければその本質を捉えること
ができないことを示唆するもので極めて興味深い．可積分系のトンネル効果との本質的な差を
この観点から掘り下げることが今後の課題である． 
(7) 不確定性関係が支配する量子力学では，プランクセルスケールより小さい古典構造がその
波動関数に反映されることはない．これは量子古典対応を考える上での基本原理として広く受
け入れられてきたものである．一方，プランク定数に関する発散級数を前提にするこの原理では
指数的に微少な効果を捉まえることはできないため，量子トンネル効果はその適用外にある．古
典位相空間の構造のいかなる性質がどこまで指数関数的効果に反映されるか？非可積分トンネ
ル効果の基本問題は，それが提起されて 30 年経ったいまも多くの点で共通の理解が得られてい
ない．ここでは，古典位相空間上に，非線形共鳴，カオス軌道など，系の非可積分性を反映した
構造がプランクセルに比べて無視できほど小さい，「超微弱摂動系」を考え，超高精度数値計算
を実行することにより，そのトンネル機構を探った．具体的に得られた結果は以下である．1) 実
位相空間上に，非可積分性由来の構造が現れない超微弱摂動系であっても，系の固有関数のトン
ネルテールの深いところに階段状の構造が現れる．2) 階段状構造の出現は，規則領域の回転数
がその半径の関数として極値をもつ，もしくはその微分が極値をもつときにより顕著に起こる．
3) 階段構造は，注目している固有状態と外力の周期から決まる高励起状態との量子共鳴によっ
て起こる．4) 波束の時間発展を観察すると，階段構造の出現が周期的に起こる．また，その周
期は外力の周期によって決まる．以上より，超微弱摂動系の固有関数に観察される階段構造は，
量子論的共鳴によって引きおこされるものであることがわかった．これは同時に，従来から，近
可積分系におけるトンネルテールの階段構造の起源とされてきた，古典非線形共鳴機構
（Resonance-assisted tunneling）に因るものではないことも意味する．この結果は，長らく論
争の続いた近可積分系における確率増大の機構解明に大きなが手がかりを与えることが予想さ
れる． 
(8) ３準位の非断熱遷移の問題を完全 WKB 解析の方法を用いて調べた．特に，転回点のいくつか
が複素時間面内に入り透熱準位が交差しない場合についての完全 WKB 解析の有効性を調べた．
転回点が複素時間面内に入ると、一般に，ストークス線の縮退が発生し，転回点を繋ぐストーク
ス線が現れる．縮退するストークス線上においては完全 WKB 解析によって得られる WKB 解の接
続のルールを与える処方箋がないためその適用範疇外となる．ここでは，縮退したストークス線
に小さな摂動を加えることによりその問題を回避することを試みた．具体的には，まず，摂動項
虚部を正負両側からゼロに近づけた極限において，完全 WKB 解が数値解を良く再現することを
示し，続いて，透熱準位が高々2次の多項式で与えられる場合について，その散乱行列が摂動項
虚部の正負に依らない事を示した．これら結果は，原理的には適用できない状況においても完全
WKB 解析を介して得られた WKB 解が三準位非断熱遷移問題の解析に有効であることが強く示唆
するものである． 
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