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研究成果の概要（和文）：2007年Nohは，ノード結合に正の次数相関を持つERネットワーク上のパーコレーショ
ン転移は平均場型ではない可能性を示唆したが，これが正の次数相関を持つネットワークの一般的な性質なのか
については明らかになっていない。
本研究では，べき乗の次数分布と強い正の次数相関を持つネットワーク上でのパーコレーション転移について詳
細なシミュレーションを行い，有限サイズクラスター分布の転移点でのピーク消失は見られないことを確認し
た。この結果は表面上はNohの結果と矛盾するものだが，両者が対象とするネットワーク構造には違いがある。 
この違いの原因の解明については，厳密な方程式系から出発する解析的手法が必要となる。

研究成果の概要（英文）：In 2007, Noh pointed out that percolation transition on ER networks with 
assortative correlation in node connection does not belong to mean-field type. However, it is not 
yet clear that whether it is generally applicable to networks with assortative correlation in node 
connection.
In this study, I performed extensive numerical simulations for networks with power-law degree 
distributions and assortative correlation in node connection and confirmed that the peak 
disappearance in finite-size cluster distribution at percolation transition does not observed. The 
apparent inconsistency between this result and Noh's might come from the difference in their network
 structure. To clarify this, analytical arguments based on rigorous equations is necessary.

研究分野： 統計物理学（複雑ネットワーク理論）

キーワード： 複雑ネットワーク理論　臨界現象　相転移　数値シミュレーション
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研究成果の学術的意義や社会的意義
複雑ネットワークは規則的配列を取る正方格子よりも一般的な構造を持ち，統計物理学における相転移現象の研
究対象としても興味深い。本研究課題は，ノード結合に正の次数相関があるネットワーク上でのパーコレーショ
ンが平均場型か否かという未解決問題を解明しようというもので，構成要素間の相関を取り入れた相転移現象の
考察という点においても意義深い。本研究の成果から正相関ネットワークにおいては転移のタイプがネットワー
ク構造に依存する可能性が示唆され，その依存性をさらに理論的に厳密に考察する必要があることが明らかにな
った。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
(1) 2007 年 Noh は，ノード間結合に次数相関を取り入れた Erdös-Rényi（ER）ネットワーク

上のパーコレーション転移に関する数値計算を行い，同程度の次数のノードが結合しやすい
正相関を持つ ER ネットワークでは，転移点における有限サイズクラスター分布に発散が見
られず，平均場近似が適用できる転移のユニバーサリティクラスに属していない可能性があ
ることを報告した。（引用文献①） 

(2) 一方 Tanizawa 等は，ノード除去に対して最も頑強なネットワーク構造は，与えられた次数
分布の下で最大の正の次数相関を持つ，いわゆる玉ねぎ構造であり，さらに，この玉ねぎ構
造ネットワークでのパーコレーション転移は平均場タイプであることを明らかにした。（引
用文献②） 

(3) このように，ノード間結合に正の次数相関を持つネットワークのパーコレーション転移が属
するユニバーサリティクラスの詳細については，総合的に理解されておらず，未だ明らかに
なっていない。  

 
２．研究の目的 
(1) 構成要素間の相関を取り入れた相転移理論構築の一環として，ノード間結合に正の次数相関

を持つネットワーク上におけるパーコレーション転移を詳細に調べ，理解を進めることを目
的とし，研究を行った。 

 
３．研究の方法 
(1) Noh の 2007 年の数値計算は，次数相関を持たない ER ネットワークにエッジ交換によって

次数相関を導入することで行われている。しかし，この方法ではピアソン係数で表わされる
次数相関は 0.3 の程度に留まり，次数相関の影響が十分に取り入れられない懸念がある。そ
こで，本研究では最大の次数相関（ピアソン係数 1）を持つ玉ねぎ構造ネットワークから出
発し，エッジ交換によって次数相関を消していく方向で数値計算を行うことで，次数相関の
影響をフルに取り入れることとした。具体的な計算については以下の通りである。 

(2) 次数分布が𝑃(𝑥) ∝ 	𝑘()で，総ノード数 10000，最小次数 2，最大次数 50 の玉ねぎ構造を持
つネットワークを生成し，次数分布を変えないように注意しながらネットワーク内の 2 本の
エッジを確率𝑟でつなぎ替えて得られたネットワークのノード除去に対する最大連結成分と
有限サイズクラスターの平均値を計算する。この計算を各𝑟について 5000 回行い，結果のサ
ンプル平均を取った。 

 
４．研究成果 
(1) 下に，玉ねぎ構造（一番左）からエッジのつなぎ替えを確率𝑟 = 0, 0.1, 0.5, 0.9で行い，次数相

関を消していったネットワークを図示した。（ただし，ノード数は 200 とし図を見易いもの
としている。）同種次数ノードが結合された玉ねぎ構造（𝑟 = 0）から次数相関の無い通常の
スケールフリーネットワークに移行する様子が見える。 

 
(2) 右図は，つなぎ替えの確率（rewiring rate）の関数として

プロットした次数相関に関するピアソン係数である。つなぎ
替えの確率が 0 のときはピアソン係数が 1 でそこからつな
ぎ替えの確率が増加するにつれて，ピアソン係数が 0に近づ
き，次数相関が無くなっていく様子がわかる。この方法によ
り正の次数相関の全領域をカバーすることが確かに可能で
ある。 

 

 

(3) 次ページの図は，玉ねぎ構造からの微小なずれの影響を調べるためにごく少数（𝑟 = 0.0001）
の割合のエッジのつなぎ替えを行ったネットワークについて計算した結果である。対比のた
め最大の次数相関（玉ねぎ構造）の場合もプロットしている。一番左がランダムなノード除
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去に対する最大連結成分の変化，そこから右に向かって順に，ランダムなノード除去に対す
る有限サイズクラスターの平均値の変化，ハブからの選択的ノード除去に対する最大連結成
分の変化，ハブからの選択的ノード除去に対する有限サイズクラスターの平均値の変化であ
る。注目すべきなのは，ランダムなノード除去に対する有限サイズクラスターの平均値（左
から二番目の図）である。Nohによれば，ERネットワークの場合は，有限サイズクラスター
平均値について転移点での発散が見られないということであった。この図でも単なるなまっ
たピークのみで，発散の兆候は確かに見られないようであるが，実はこのネットワークのラ
ンダムなノード除去に対する転移点はノード除去率 0.97 の辺りにあり，よく観察すると，
そこで発散の兆候が現われていることがわかる。ハブからの選択的ノード除去に対しては，
玉ねぎ構造を反映した階段状の変化（最大連結成分，左から三つ目の図），および，多重転
移に伴う多数のピーク（有限サイズクラスター平均値，一番右の図）が見える。 

(4) 次に，エッジのつなぎ替え確率をさらに上げ，次数相関を減少させてみると，下図に示す通
り，つなぎ替え確率が𝑟 = 0.1となる辺りで玉ねぎ構造が壊れ，ノード除去率 0.85 の辺りの
有限サイズクラスター平均値のピークが減少し新たにノード除去率 0.1 の辺りに別のピー
クが現われ，それが𝑟の増加とともに減少する。下図右は，ハブからの選択的ノード除去に
対する有限サイズクラスターの平均値である。この図からも，つなぎ替え確率が増加するに
つれて玉ねぎ構造が崩壊し，通常のスケールフリーネットワークの振舞いに近づいていく様

子がわかる。 
(5) 以上の結果から，本研究の対象である，べき乗の次数分布を持つ正相関ネットワークについ

ては，パーコレーション転移は少々複雑な振舞はするものの，平均場的振舞からは逸脱して
いないように思われる。より詳細な検討については，数値計算だけではなく，厳密な方程式
系から出発する解析が必要であり，今後の課題である。 
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