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研究成果の概要（和文）：限量子消去法は与えられた一階述語論理式と等価で、限量子がついた変数を含まない
論理式を計算する。本研究課題では等式制約を多く含む一階述語論理式に対する限量子消去を効率化するため
「包括的グレブナー基底系による限量子消去法」の効率化を目指し、パラメータを含む零次元飽和イデアル計算
を効率化する手法を提案し、パラメータを含む零次元根基イデアルのエルミート二次形式を零次元イデアルの計
算なしで計算する手法を提案した。

研究成果の概要（英文）：We can compute formulas without quantified variables which is equivalent to 
given first order formulas by using quantifier elimination methods. In order to make quantifier 
elimination for first order formulas containg many equalities more efficient, we have tried to make 
a quantifier elimination method based on the theory of comprehensive Groebner systems more 
efficient. We proposed a method for efficiently computing parametric zero-dimensional saturation 
ideals, and a method for computing Hermitian quadratic forms of parametric zero-dimensional radical 
ideals without computing such ideals.

研究分野：計算機代数

キーワード： 限量子消去　包括的グレブナー基底系　パラメータ付き多項式イデアル　計算機代数　数式処理

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
一階述語論理式の記述能力は高く、数学だけでなく物理・工学などで発生する多くの数理問題や数理モデルを正
確に表現できる。そうした一階述語論理式から、限量子を消去した、等価な論理式を計算する限量子消去法は、
数理問題や数理モデルに対する正確かつ簡略化された表現を与え、問題やモデルの本質を明らかにする。等式制
約は不等式制約に比べて強い制約を持っていることから数理問題や数理モデルの本質となっている場合も多いた
め、等式制約の多い一階述語論理式に対する効率化は重要である。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
一階述語論理式の数学的記述能力は非常に高く、物理・工学などで発生する多くの数理問題や
数理モデルを正確に表現できる。そうした記述能力の高い一階述語論理式から、限量子を消去し
た、等価な論理式を計算する限量子消去法は、そうした数理問題や数理モデルに対する正確かつ
簡略化された表現を与え、問題やモデルの本質を明らかにする。 
限量子消去法のメインストリームとしては円柱的代数分解による手法が広く知られている。ま
た、限量子のついた変数に関して低次の多項式制約を持つ一階述語論理式に対する手法として
仮想代入法なども知られている。包括的グレブナー基底系による限量子消去法は 1998 年に提
案されていたものの、当時は包括的グレブナー基底系の計算が簡単ではなかった。しかし、2006 
年に Suzuki-Sato アルゴリズムが提案され、それは包括的グレブナー基底系計算のブレイクス
ルーとしても知られており、その提案以降、様々なそのアルゴリズムの改良が達成された。 
そうした包括的グレブナー基底系計算手法の成果を取り入れ、また、いくつかの改良を加えた
ことによって、本研究課題に取り組み始めた 2017 年当初、包括的グレブナー基底系による限
量子消去法は等式制約を多く含む一階述語論理式に対して効率的な手法であることが認知され
始めてきていた。本研究課題では包括的グレブナー基底系による限量子消去法の更なる効率化
を目指し、そして、等式制約を多く含む一階述語論理式に対する唯一無二の手法としての地位を
確固たるものとすることを目指してきた。 
 
２．研究の目的 
本研究課題で扱う限量子消去法は、包括的グレブナー基底系の理論を利用することによって 

∃( ,… , ) ∈ ℝ ∧ ∈ = 0 ∧ (∧ ∈ ℎ > 0)  
のような形を持つ一階述語論理式を入力として仮定する、ここでは , ⊂ ℚ[ ,… , , ,… , ] 
である。そして、アルゴリズムの中では、限量子がついた変数 ,… ,  を含む等式制約 ∧ ∈ =
0 の構造が代数的に（記号的に）解析される。そして、それはパラメータ（一階述語論理式の用
語としては自由変数と呼ばれることが多い） ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ の解析に他ならない。
パラメータ ,… ,  の値の振る舞いによっても表現は変化するが、等式制約が簡略であれば、
そのイデアルも簡略になり、本研究課題の限量子消去法の効率化にも繋がる。本研究課題では次
の視点に着目することで包括的グレブナー基底系による限量子消去法の効率化を目指し、本研
究課題で得られた成果を限量子消去パッケージ CGSQE に実装してきた。限量子消去パッケー
ジ CGSQE は研究代表者らが開発・公開してきたパッケージであり、数式処理システム Maple 
で動作するパッケージである。 
(1) パラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ に対する飽和イデアル ⟨ ⟩: (∏ ℎ∈ )  
包括的グレブナー基底系による限量子消去法はパラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ 
が零次元イデアルでない場合、限量子がついた変数 ,… ,  の一部をパラメータと見なす
ことで零次元イデアルを考える。イデアルが零次元の場合、飽和イデアル ⟨ ⟩: (∏ ℎ∈ )  
によって、等式制約多項式  の共通根から不等式制約多項式  の根を完璧に取り除いた
等式制約を考えることができ、より簡略な等式制約を考えることができる。しかしながら、
その手続きに計算時間・計算空間などの計算機資源が膨大に費やされることもあった。本
研究課題では如何にその手続きを効率化するかということに着目した。 

(2) パラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ に対する根基イデアル ⟨ ⟩ 
根基イデアル ⟨ ⟩ は、等式制約多項式  を、重複根を持たないような等式制約多項式 
′ に変形することができる。しかしながら、この計算も、飽和イデアル同様、計算機資源
が膨大に費やされることもある。本研究課題では根基イデアルの計算なしで、重複根を持
たないような等式制約多項式 ′ を利用した場合と同じような表現を得られる方法がない
かということについて模索した。 

 
３．研究の方法 
包括的グレブナー基底系による限量子消去法ではエルミート二次形式と呼ばれる対称行列を構
成する。本研究課題では研究の目的の着目点にエルミート二次形式の構造からアプローチした。 
(1) パラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ に対する飽和イデアル ⟨ ⟩: (∏ ℎ∈ )  
エルミート二次形式によって等式制約多項式の複素数根と実数根に関する代数的な解析を
行うことができる。限量子を消去する手順では実数根に関する代数的な解析から計算がな
されるが、飽和イデアルを効率的に計算するために複素数根に関する代数的な解析も利用
することにした。 

(2) パラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ に対する根基イデアル ⟨ ⟩ 
等式制約多項式のイデアルが根基でない場合、エルミート二次形式には不要な情報が含ま
れてしまう。パラメータを含まない場合は、その計算時間への影響は小さい。しかし、包
括的グレブナー基底系による限量子消去法は、限量子がついた変数 ,… ,  の一部をパラ
メータと見なすことで零次元イデアルを考えるので、限量子を再帰的に消去する。そして、



エルミート二次形式が複雑な場合には、エルミート二次形式によって計算される、限量子
の一部を消去した論理式が複雑化し、再帰的な呼び出しにおける計算時間にも大きな影響
を与えるので、エルミート二次形式の不要な情報を排除する方法を模索した。 

 
４．研究成果 
上の項目で述べた方法から次の成果を得ることができた。 
(1) パラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ に対する飽和イデアル ⟨ ⟩: (∏ ℎ∈ )  
エルミート二次形式の複素数根に関する代数的な解析も利用し、飽和イデアルの計算が不
要な場合の条件を構成した。そして、その計算が必要な場合はパラメータだけの等式制約
を生成されるので、パラメータ付きイデアルの表現は簡素化され、飽和イデアルの計算も
効率化した。 

(2) パラメータ ,… ,  を含むイデアル ⟨ ⟩ に対する根基イデアル ⟨ ⟩ 
エルミート二次形式の重複根に関する情報を排除するための手法を提案した。また、この
手法の提案に関連して、零次元イデアルの共通根の連続性に関する結果も示すことができ
た。 
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