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研究成果の概要（和文）：ハイパートーリック多様体と呼ばれるシンプレクティック多様体の上に超局所化され
たカイラル微分作用素の層を構成することで、新しいクラスの頂点代数を導入し、その構造を研究したほか、そ
の結果を用いてサブレギュラーＡ型のアフィンＷ代数の構造を研究し、頂点代数としての生成元を具体的に記述
するなどの結果を得た（生成元の記述に関する研究は元良直輝との共同研究）。
また、有木小池代数に付随する有理チェレドニック代数の表現論に対して、その制限・誘導関手の間にマッキー
型の公式が成立することを証明した（宮地兵衛・和田堅太郎との共同研究）。

研究成果の概要（英文）：We constructed a sheaf of microlocalized chiral differential operators on a 
certain symplectic variety, called a hypertoric variety. By such construction, we introduced a new 
class of vertex algebras. By using such results, we studied the structure of a subregular W-algebra 
of type A, and gave explicit description of strong generators of the subregular W-algebra as a 
vertex algebra (joint work with Naoki Genra).
Also, we studied the representation theory of a rational Cherednik algebra associated with an 
Ariki-Koike algebra, and established a Mackey-type formula between induction-restriction functors 
(joint work with Hyohe Miyachi and Kentaro Wada).

研究分野： 表現論
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研究成果の学術的意義や社会的意義
頂点代数は共形場理論などの場の量子論や可積分系における無限次元の対称性を記述するための数学的構造であ
る。本研究プロジェクトでは、ハイパートーリック多様体と呼ばれるシンプレクティック多様体上のジェット束
という無限次元ベクトル束の量子化という方法で新しいクラスの頂点代数を導入しており、これは従来のアフィ
ンリー代数や格子から出発して頂点代数を構成する方法とは異なる幾何学的・超局所解析的なアプローチであ
る。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
有限次元単純リー代数に対して、その表現論はベイリンソン-ベルンシュタイン対応によっ
て旗多様体上の微分作用素のなす層の加群の理論を用いて解析することができる。これは、
単純リー代数の普遍包絡環が旗多様体の余接束の量子化、つまり非可換な変形によって実
現される代数と同一視されることの端的な帰結である。  
有理チェレドニック代数は複素鏡映群に付随するダンクル-オプダム作用素のなす非可換代
数として導入されたが、そのうちの一部が中島箙多様体と呼ばれるシンプレクティック多
様体の量子化であることが指摘され、それを端緒に超局所解析的な手法により有理チェレ
ドニック代数の表現論の研究がなされてきた。また、同時期に単純リー代数の普遍包絡環か
ら量子ハミルトン簡約の手法によって実現される代数である有限 W 代数も同様にスロドウ
ィー多様体と呼ばれるシンプレクティック多様体の量子化としての一面が表現論の研究に
おいて重要な役割を果たした。それらの研究結果を背景に、ある種のシンプレクティック多
様体の量子化として実現される非可換代数は有限次元単純リー代数の表現論と類似した豊
かな表現論を持ち、その構造は下にあるシンプレクティック多様体の幾何学的構造や、多様
体上で展開される超局所解析を通して研究されるべきという認識が広まった。  
 
アフィンリー代数は無限次元リー代数の１種であり、有限次元単純リー代数の持つ構造を
無限次元に拡張した類似物である。そのためベイリンソン-ベルンシュタイン対応のアフィ
ンリー代数の表現論への拡張は以前から研究されてきた。アフィン旗多様体と呼ばれる無
限次元多様体上の微分作用素のなす層を使う方法がそのひとつであるが、臨界レベルの表
現論を解析するときには、有限次元の旗多様体の上にカイラル微分作用素と呼ばれる、微分
作用素環の無限次元類似を構成する方法が用いられる。  
頂点代数は無限次元リー代数であるアフィンリー代数の構造を一般化する代数構造であり、
共形場理論などに現れる無限次元対称性を記述するために導入された。その公理はアフィ
ンリー代数やヴィラソロ代数などの無限次元リー代数のものと比べて一見して非常に複雑
であるが、それらのリー代数を一般化するアフィン W 代数の数学的な構成などに必要な構
造を記述している。研究代表者は以前に荒川・マリコフとの共同研究において、カイラル微
分作用素の超局所解析的な類似を構成し、それを用いてスロドウィー多様体上に超局所化
されたカイラル微分作用素を用いて臨界レベルにおけるアフィン W 代数を実現した。  
 
有限次元リー代数やその類似となる非可換代数の領域において、代数がある種のシンプレ
クティック多様体の量子化として実現されるという事実が、それらの代数の持つ種々の重
要な性質を幾何学的・超局所解析的に理解し得るという新しい視点を導入するに至ったこ
と、またアフィンリー代数が有限次元単純リー代数の自然な無限次元類似であることから、
特定のシンプレクティック多様体に対して、超局所化されたカイラル微分作用素のなす層
を用いて頂点代数を構成することで、アフィンリー代数やアフィン W 代数などと同様に豊
かな構造を持つ新しいクラスの頂点代数が得られるのではないかと着想した。 
 
２．研究の目的 
本研究計画では、シンプレクティック多様体の変形量子化における手法を応用して、中島箙
多様体やハイパートーリック多様体といった特定のシンプレクティック多様体の上に超局
所化されたカイラルカイラル微分作用素のなす層として新しいクラスの頂点代数を構成し、
その構造や表現論などを研究することを目的とした。また、臨界レベルにおけるアフィン W
代数など既知の頂点代数に対しても幾何学的・超局所解析的な視点を応用することでこれ
までに研究が行き届いていなかった構造などについて新しい結果を得ることも研究の目的
のひとつであった。 
 
３．研究の方法 
数学的な側面では、超局所化されたカイラル微分作用素の層の理論的な基礎付けを拡張し、
（アフィン W 代数を構成する際に用いられる）量子ドリンフェルド-ソコロフ簡約の構成
を拡張することで、より多くのシンプレクティック多様体の上に超局所化カイラル微分作
用素の層を具体的に構成するための枠組みを与える。そのような構成は、局所座標による表
示から自動的に脇本実現の類似となる自由場表示を与えるため、それを頂点代数の構造や
その表現論を研究するための足がかりとして利用することで研究が進展するものと期待し
ていた。  
本研究計画は研究代表者が個人で遂行する研究プロジェクトであるが、必要となる専門知
識が多岐にわたるため、必要に応じて各分野を専門とする研究者と協力しつつ研究を遂行
する。また、超局所化されたカイラル微分作用素の代数構造の計算は、人間の手で行うには
非常に複雑で間違いをおかしやすい計算であるので、研究開始当初から数式処理システム



によるコンピュータでの計算を活用することを計画していた。 
 
４．研究成果 

(1) ハイパートーリック多様体はトーリック多様体のシンプレクティック類似として導入

されたシンプレクティック多様体で、構造を組合せ論的に具体的に記述できる点で扱いや

すい対象である。超局所化されたカイラル微分作用素の層の理論を拡張し、量子ドリンフェ

ルド-ソコロフ簡約の類似となる BRST コホモロジーを導入することで、ハイパートーリッ

ク多様体上に超局所化されたカイラル微分作用素の層を構成し、新しいクラスの頂点代数

を具体的な形で構成した。ここで構成された新しいクラスの頂点代数は特定のレベルのサ

ブレギュラーＡ型の W 代数やＡ型アフィンリー代数に付随する単純アフィン頂点代数を含

むが、これまで知られていなかった頂点代数も多く含む。構成した頂点代数が、ヴィラソロ

代数を内部に含む頂点作用素代数であることを証明したほか、幾何学的・超局所解析的な構

成からこれらの頂点代数に対して脇本実現の類似となる自由場表示が得られることを示し

た。  

 

(2)Ａ型のサブレギュラーW 代数に対しては、任意のレベルの頂点代数がＡ型のスロドウィ

ー多様体の上に超局所化されたカイラル微分作用素の層によって実現されることを示した。  

 

(3) (1), (2)で得られたＡ型サブレギュラーW 代数の実現から、Ａ型サブレギュラーW 代

数の構造をＡ型スロドウィー多様体の幾何学的な構造を利用して研究することができる。

そのような観点から、Ａ型サブレギュラーW 代数の頂点代数としての生成元を具体的な形

で構成することができた。最終的には元良直輝との共同研究の結果、そのような生成元の構

成は純代数的に証明できることがわかった。  

 

(4) 有木小池代数や巡回 q-シューア代数に付随する有理チェレドニック代数に対して、誘

導・制限関手の間にマッキー型の公式が成立することを宮地兵衛・和田堅太郎との共同研究

で証明した。このような公式が確立されることによって、有理チェレドニック代数の表現論

に代数群の表現論で用いられる理論を応用することができるため、今後の表現論への応用

が期待される。 
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