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研究成果の概要（和文）：接束の正値性の観点から射影多様体の構造を研究した．「ネフ接束を持つファノ多様
体は等質多様体である」というCampana-Peternell予想に関連する論文３本を執筆し出版された．ファノ多様体
より広いクラスの多様体についても研究を行い，接束の2次外積がネフである多様体の構造定理と正標数の代数
閉体上定義された多様体に関するDemailly-Peternell-Scheneider型の定理を得た．

研究成果の概要（英文）：I studied projective varieties from the viewpoint of the positivity of the 
tangent bundle. I wrote three papers on the Campana-Peternell conjecture "Any Fano manifold with nef
 tangent bundle is homogeneous". I also studied more wide class of varieties. As a consequence, I 
obtained a structure theorem of varieties with nef second exterior power of the tangent bundle and a
 positive characteristic analogue of the Demailly-Peternell-Scheneider theorem.  

研究分野： 代数幾何学

キーワード： 接束　ネフ　等質多様体　有理曲線　ファノ多様体　有理連結多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
４年間の研究期間のうちに，5本の論文を執筆し，うち4本が出版された．とりわけ，研究課題であるカンパー
ナ・ペターネル予想（以下CP予想）に関連し，F4(4)型の等質多様体の特徴付けを得た．また，余指数3のファノ
多様体に対してCP予想を肯定的に解決した．CP予想の解決には届かなかったが，その一方で，接束の二階外積が
ネフである多様体の構造定理と正標数の体上定義されたネフ接束を持つ射影多様体の構造定理を得た．CP予想よ
り広い枠組みで構造定理を得ることができたことで，今後の研究に広がりができた．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 この報告書を通して，多様体とは代数閉体上定義された非特異射影多
様体を指す．特に断りがない限り代数閉体は複素数体とするが，一部正標数の場合を扱う．  
第 1 チャーン類 c1(X)が正の「ファノ多様体」という枠組みの中で，対称性の高い有理等質多

様体がどのように現れるか接束 TXの観点から研究を行うことが研究の始まりであった．この方
向の研究の歴史的な出発点として，森重文による Hartshorne 予想の解決が挙げられる：「豊富
な接束をもつ多様体は射影空間である」．この予想は複素幾何における Frankel 予想の一般化と
しても知られている：「正則双断面曲率が正の多様体は射影空間である」．その後，一般化 Frankel
予想が N. Mok により解決された．Mok による証明は森の証明のアイデアを多く取り入れてお
り，その後 VMRT の理論として発展してきた．VMRT とはファノ多様体上の極小有理曲線の接
方向により定まる図形である．ファノ多様体の様々な幾何学が VMRT から読み取れることが
Hwang と Mok 等の研究によって知られている．その一例として，Mok と J. Hong-Hwang に
よる有理等質多様体の特徴付けに関する結果を思い出そう．  
 
定理 ピカール数 1 のファノ多様体 X に対し，X 上の一般の点における VMRT が長い単純ルー
トに対応する有理等質多様体 G/P の VMRT と射影同値であれば，X は G/P と同型である．  
 
長いルートに対応しない（つまり短いルートに対応する）ピカール数 1 の有理等質多様体は
symplectic Grassmannian と二つの F4型の多様体のみである．これらに対しても定理と同じこ
とが成り立つことが Mok, Hong, Hwang により予想されていた： 
 
HHM 予想 X をピカール数 1 のファノ多様体とする．一般の点における X の VMRT がピカー
ル数 1 の有理等質多様体 S の VMRT と射影同値であれば X は S と同型である． 
 
上記歴史的背景のもと，VMRT の観点から有理等質多様体の特徴付けを行った．とりわけ
Hartshorne 予想や一般化 Frankel 予想のさらなる一般化に当たる次の CP 予想を解決すること
を最終的な目標とした： 
 
CP 予想 ネフ接束をもつファノ多様体（以下，CP 多様体）は有理等質多様体である． 
 
他方，ネフ接束をもつ多様体は Demailly-Peternell-Scheneider により研究され，エタール被覆
の差を除いて，トーラス上の滑らかなファイバー空間として記述可能で，そのファイバーとして
CP 多様体が現れることが知られている． 
 
２．研究の目的 上記歴史的背景のもと，CP 予想とその周辺の話題に関して研究を行った．
Demailly-Peternell-Scheneider の結果により，CP 予想の解決は，ネフ接束をもつ多様体の構
造定理を与えることに他ならず，リーマン面の一意化定理を高次元化する試みと捉えることが
できる．このような構造定理を得ることは代数幾何学や複素幾何学の研究において重要な問題
である．研究の後半ではファノ多様体の仮定を外し，接束の正値性の観点からより広いクラスの
多様体の研究を行った． 
 
３．研究の方法 2012 年度より，R. Munoz, G. Occhetta, L. E. Sola Conde と CP 予想に関す
る共同研究を開始し，その翌年より J. A. Wisniewski も加わり，CP 予想に関するプロジェクト
チームを組み問題に取り組み続けてきた．共同研究を通し，次を示した．   
定理 全ての端射線の収縮射が P１束であるファノ多様体 X は G/B と同型である．ただし，G は
半単純線形代数群，B はそのボレル部分群とする． 
定理の系として次を得る： 
系 多様体 X に対し，上記定理の仮定を満たす多様体 Y と端斜面の収縮射 f: Y→X が存在する
ならば，X は有理等質多様体である． 
これを応用して F4（4）型の等質多様体の特徴付けを得た．また，この結果は余指数 3 のファノ
多様体に関する CP 予想の研究にも用いた．その他の研究では有理曲線の変形理論を至るところ
で用いた． 
 
４．研究成果 主に以下の五つの結果を得た： 
I. F4（4）型の等質多様体の特徴付け． 
II. 対角線集合Δがサイクルとしてネフとなる多様体の構造定理． 
III. 余指数 3 のファノ多様体に関する CP 予想の肯定的解決． 
IV. 接束の 2 次外積がネフである多様体の構造定理． 
V. 正標数の代数閉体上定義された多様体に関する Demailly-Peternell-Scheneider 型の定理． 
 
I. F4（4）型の等質多様体の特徴付け HMM 予想の弱型として，以下の定理を得た： 
定理 X をピカール数 1 のファノ多様体とする．任意の点における X の VMRT が F4（4）型の
等質多様体の VMRT と射影同値であれば X は F4（4）型の等質多様体と同型である． 
この結果はトレント 大学の G.Occhetta 氏と L.E. Sola Conde 氏との共同研究である． 



II. 対角線集合Δがサイクルとしてネフとなる多様体の構造定理 n次元多様体Xに対し対角線
集合Δ={(x,x)|x は X 上の点}を考える．Δは 2n 次元多様体 X×X 上の n 次元のサイクルであ
る．サイクルとしてΔがネフとなるとき，その多様体の性質について研究を行った．一般に，接
束がネフであればΔもネフであることに注意する．そのため，この研究はネフ接束をもつ多様体
の構造研究の一般化とみなすことができる．研究の結果，ネフ対角線集合を持つ多様体のいくつ
かの性質が分かった．また，超曲面の完全交叉多様体やデル・ペッツォ多様体の場合に，いつネ
フ対角線集合をもつか判定した． 
III. 余指数 3 のファノ多様体に関する CP 予想の肯定的解決 ファノ多様体 X の反標準因子-KX

に対し-KX/m が Pic(X)の元となるような最大の自然数 m をファノ指数といい，i(X)とかく．
n=dimX としたとき，i(X)≦n+1 となることが知られている．また，ci(X):=n+1-i(X)を X の余指
数という．余指数が２以下の多様体に対し，CP 予想が成り立つことは知られていた．そこで，
余指数が 3 のファノ多様体に対し，CP 予想の研究をし，予想を肯定的に解決した．この研究は
宇都宮大学の鈴木拓氏との共同研究である． 
IV. 接束の 2 次外積がネフである多様体の構造定理 Demailly-Peternell-Scheneider が得たネ
フ接束をもつ多様体の構造定理を接束の 2 次外積がネフである多様体へ拡張した．接束の 2 次
外積がネフである多様体が双有理写像をもつのは射影空間の一点ブローアップに限ることを示
した．また，それ以外の場合は任意の収縮射が非特異射であることを示した．それを用いて，接
束の 2 次外積がネフであるのは接束がネフであるときかファノ多様体に限ることを示した．ま
た，2 次外積がネフである多様体の次元が 6 以下のときに分類を与えた． 
V．正標数の代数閉体上定義された多様体に関する Demailly-Peternell-Scheneider 型の定理 
正標数の場合にネフ接束を持った多様体の構造定理は知られていなかった．正標数の体上定義
された多様体 X がネフ接束をもつとする．このとき，数値的に自明な接束をもつ多様体 M と非
特異射 X→M が存在し，そのファイバーはファノ多様体であることを示した．この結果は
Demailly-Peternell-Scheneider の結果の正標数に関するアナロジーとみなすことができる．ま
た，正標数の場合には非自明である端射線の収縮射の存在とその非特異性をネフ接束を持つ多
様体に対して示した．本研究は金光秋博氏（研究当時京都大学所属、現在埼玉大学所属）との共
同研究である． 
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