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研究成果の概要（和文）：直交型モジュラー多様体や点付きK3曲面のモジュライ空間の双有理型を研究した。特
に21次元以上の直交型モジュラー多様体はほとんど一般型になることを証明した。副産物として鏡映的モジュラ
ー形式に関する関するグリツェンコとニクリンの予想を証明した。点付きK3曲面のモジュライ空間については小
平次元の変わり目を調べた。また、ボーチャーズ積に関連した研究（同変ガウス和、くりこみ制限公式、新しい
積構造）も行なった。

研究成果の概要（英文）：I studied the birational type of orthogonal modular varieties and the moduli
 spaces of pointed K3 surfaces. In particular, I proved that most orthogonal modular varieties are 
of general type in dimension greater than 20. As a byproduct I proved a conjecture of Gritsenko and 
Nikulin on reflective modular forms. For the moduli spaces of pointed K3 surfaces, I studied the 
transition point of Kodaira dimension. I also studied some topics related to Borcherds products, 
such as equivariant Gauss sum, quasi-pullback formula and a new product structure. 

研究分野： 代数幾何

キーワード： 直交型モジュラー多様体

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
直交型モジュラー多様体は代数幾何、数論、表現論が交わる豊かな研究対象である。本研究では直交型モジュラ
ー多様体のいくつかの幾何学的性質を研究した。特に高次元でほとんど一般型になるという結果は、「大自然は
やはり複雑で奥深い」ということをある意味定量的に示したものと言える。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



１．研究開始当初の背景

符号(2,n)の整数係数２次形式から直交型モジュラー多様体と呼ばれるn次元の代数多様体が定ま
る。ボーチャーズ積などの直交型モジュラー形式の住処であり、代数幾何ではK3曲面のモジュ
ライ空間としても登場する。本研究では直交型モジュラー多様体の幾何を研究した。
これまで、小平次元については比較的低次元のモジュラー多様体に対してはいくつかの結果が
知られていたが、高次元での研究は少なかった。本研究では高次元の直交型モジュラー多様体
の小平次元を研究した。また、直交型モジュラー多様体がモジュライ空間になっている時、点
付きK3曲面のモジュライ空間のような、自然な普遍族が乗っている。モジュライ空間自身の幾
何や直交群の保形形式と深く関わっていることが期待される。それらの普遍族の双有理型も研
究した。
こうした双有理型の研究に、直交型モジュラー形式の研究も自然に関連してくる。特に、くり
こみ制限操作の研究や次元公式の研究を行なった。また、ボーチャーズリフトの原料の空間の
構造も研究した。
また、代数サイクルと不分岐コホモロジーの関係も研究した。不分岐ブラウアー群（アルティ
ン・マンフォード不変量）が源流である。

２．研究の目的

直交型モジュラー多様体の双有理型を調べる。特に小平次元を計算する。また、K3曲面や正則
シンプレクティック多様体のモジュライ空間上の普遍族の双有理型も調べる。これらに関連し
て、ボーチャーズ積のくりこみ制限や、ヴェイユ表現型モジュラー形式の空間も研究する。ま
た、これらと並行して、代数サイクルと不分岐コホモロジーの間の関係を調べる。

３．研究の方法

モジュラー多様体の小平次元の計算は、モジュラー形式と多重標準形式の対応に基づく。モジ
ュラー形式の構成については、ヒルツェブルフ・マンフォード体積の計算とカスプ形式のリフ
ティング構成が２本柱となる。前者は２次形式の局所密度の計算に帰着される。後者はリフト
の原料のカスプ形式を構成するためにアイゼンシュタイン級数の組み合わせを使ったり、次元
公式を使ったりする。また、前提としてトロイダルコンパクト化の特異点や境界因子の理解が
欠かせない。
モジュラー多様体自身の標準形式の構成にはウェイトの小さなカスプ形式しか使えなかった
が、普遍族に対してはウェイトの大きいカスプ形式も応用できる。特に、ボーチャーズのファ
イ１２と呼ばれる２６次元領域上の貴重なモジュラー形式のくりこみ制限が大事な役割を果た
すことになる。

４．研究成果

（１）モジュラー多様体の小平次元

２１次元以上の直交型モジュラー多様体であって一般型でないものは本質的に有限個しかない
ことを証明した。特に１０８次元以上では常に一般型になる。副産物として鏡映的モジュラー
形式の有限性に関するグリツェンコ・ニクリンの予想を証明した。

（２）普遍族の小平次元

アーベル多様体やK3曲面の普遍族上の多重標準形式とある種のモジュラー形式の対応を与え、
普遍族の小平次元に応用した。特にK3曲面の場合には向井モデルによる幾何学的な考察とボー
チャーズ積による標準形式の構成ではさみこむことで、小平次元の変わり目を計算した。同様
の研究を正則シンプレクティック多様体に対しても行なった。

（３）同変ガウス和

ヴェイユ表現型のモジュラー形式の空間のうち直交群による不変空間の次元を計算したとこ
ろ、新しいタイプのガウス和（同変ガウス和）に遭遇した。いくつかの基本的な２次形式に対
して計算し、それらの場合には数論的な公式が成り立っていることがわかった。



（４）くりこみ制限公式

ボーチャーズ積のくりこみ制限はまたボーチャーズ積になるが、その原料となるヴェイユ表現
値のモジュラー形式の公式を与えた。ある種のテータ函数との縮約が、公式の本質的部分であ
る。

（５）ボーチャーズ積の代数

ボーチャーズリフトの原料を与えるヴェイユ表現値の弱モジュラー形式たちの空間は無限次元
の線形空間になるが、この空間に積を定めることができて、それによって結合的代数の構造を
持つことを証明した。この積が可換になるのはちょうど２次形式がユニモジュラーになる時で
ある。さらにこの積は、くりこみ制限によって、２次形式の埋め込みに関して保たれる。すな
わちくりこみ制限が環準同型を与える。

（６）カスプの有理同値

直交型モジュラー多様体を含むいくつかの古典的な系列のモジュラー多様体に対して、ベイ
リー・ボレルコンパクト化の２つの同次元のカスプが有理チャウ群において線形従属であるこ
とを証明した。これはマニン・ドリンフェルトの定理の代数サイクルの観点からの高次元版を
与える。

（７）代数サイクルと不分岐コホモロジー

非特異射影多様体の不分岐コホモロジーやそのホモロジー的類似物と代数サイクルの関係を調
べた。まず４次のホモロジー的不変量が１次元サイクルのグリフィス群や整数係数コホモロ
ジーのconiveauフィルトレーションによって記述できることがわかった。そして、一般化とし
て、不分岐（コ）ホモロジーにあるフィルトレーションを定めて、その最初のフィルターが整
数係数コホモロジーのconiveauフィルトレーションによって記述できることを証明した。この最
初のフィルターがアルティン・マンフォード不変量やコリオットテレーヌ・ヴォアザン不変量
の高次版を与える。
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