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研究成果の概要（和文）：環上の加群の圏やスキーム上の準連接層の圏の持つ性質を抽象化した概念であるアー
ベル圏に対して、それに付随する空間であるスペクトラムに関する研究を行った。アーベル圏のスペクトラムに
ついての一般的な理論の構築を進展させるとともに、具体的な環のクラスとして楕円代数についての共同研究も
実施し、それに付随する空間に関する結果も得ることができた。ネーター代数と呼ばれるクラスの環に関する共
同研究では、平坦余ねじれ加群の同型類がスペクトラムを用いて記述できることを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：An abelian category is a notion that generalizes the category of modules 
over a ring and the category of quasi-coherent sheaves on a scheme. I researched the spectrum of an 
abelian category, which is a space associated with the abelian category. I developed the general 
theory of the spectrum of an abelian category, and also conducted joint work on elliptic algebras, 
as an example of a concrete class of rings, and we obtained results on the spaces associated with 
them. In joint work on the class of rings called Noether algebras, we described isomorphism classes 
of flat cotorsion modules in terms of the spectrum.

研究分野： 環論
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究でアーベル圏のスペクトラムの理論を整備することによって、既存の環論の定理に別証明を与え、より見
通しよく理解できるようになった。代数多様体に対する応用としては、その準連接層の圏について、期待されて
いた性質を証明することができた。平坦余ねじれ加群の概念は近年、環の導来圏を理解することに用いられてお
り、特定のクラスの環に対しては、その平坦余ねじれ加群の記述を利用して理論が構築されている。ネーター代
数に対して平坦余ねじれ加群を記述する本研究は、そのような理論をネーター代数に拡張するための基礎となる
ものである。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) アーベル圏は環上の加群の圏やスキーム上の準連接層の圏の持つ性質を抽象化した概念で
あり、代数学において広く用いられる。アーベル圏に対して、それに付随する位相空間であるス
ペクトラムを考えることは、1962 年の Gabriel の論文で提示された古典的な手法であるが、本
研究開始前の研究代表者の研究において、このスペクトラムの理論が従来のネーター環の理論
の一部を一般化し、既存の定理に新たな視点を与えることが期待された。また、本研究開始前の
研究代表者の研究では、色付きクイバーの概念を用いたアーベル圏の構成方法が確立されてお
り、スペクトラムの研究において有用な様々なアーベル圏の例が構成できるようになっていた。 
 
(2) 非可換正則代数の分類は非可換代数幾何学における主要な問題の 1 つであるが、Sklyanin
代数と呼ばれる代数のクラスが、非可換正則代数の典型例として知られている。高次元の
Sklyanin 代数は Feigin と Odesskii によって 1990 年頃から研究されていたものであるが、
Feigin と Odesskii は高次元 Sklyanin 代数よりも一般の代数を調べていた。これを Feigin-
Odesskii 楕円代数と呼ぶ。Sklyanin 代数に対しては、それに付随する幾何学的なデータから代
数を復元することができ、そのような幾何学的描写を用いることで、Sklyanin 代数の様々な代
数的性質が明らかになっていた。一方、Feigin-Odesskii 楕円代数に対してはそのような幾何学
的描写は一般には存在せず、定義そのものも難解であることから、この研究に取り組む研究者が
少ない状況であった。 
 
(3) Enochs は 1984 年の論文で、可換ネーター環上の平坦余ねじれ加群の同型類が、素イデアル
によって記述できることを明らかにした。近年の導来圏の研究においては、この平坦余ねじれ加
群を用いた手法が積極的に用いられるようになり、Enochs による記述を、より広いクラスの環
に一般化することが期待されていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
(1) アーベル圏のスペクトラムの理論の整備を進め、Grothendieck 圏などの広いクラスのアー
ベル圏に対する一般論を構築するとともに、既存の環論の定理を一般化すること、およびスキー
ム、特に代数多様体に対して、その準連接層の圏の理解を深めることが目的である。 
 
(2) Feigin-Odesskii 楕円代数についての、Feigin と Odesskii による一連の論文は難解であり、
一部の定理に対しては十分な証明が付けられていないことが研究の妨げになっていた。それら
の定理の証明を読み解き、完全な証明を付けると共に、Feigin-Odesskii 楕円代数に付随する空
間である点スキームをよりよく理解することが目的である。 
 
(3) Enochs による可換ネーター環上の平坦余ねじれ加群の同型類に対する記述を、非可換なネ
ーター代数に対して一般化することが目的である。 
 
 
３．研究の方法 
 
(1) ネーター環に対して知られていた直既約移入加群と素イデアルに関する Gabriel の結果を、
Grothendieck 圏に対する 2 種類のスペクトラムの間の関係として定式化し、Gabriel の結果の
アーベル圏に対する一般化を行うことを主たる研究手法とした。 
 
(2) Alex Chirvasitu 氏および S. Paul Smith 氏と共に、Feigin-Odesskii 楕円代数を代数・幾
何・解析の様々な方法を用いて包括的に調べる。特に、Feigin と Odesskii によって導入されて
いた特性多様体の概念を、点スキームの言葉で厳密に定式化し、それを用いて楕円代数に何らか
の幾何学的描写を与えることを主たる研究手法とした。 
 
(3) ネーター環の特別なクラスであるネーター代数に対しては、Gabriel の結果により直既約移
入加群と素イデアルが 1 対 1 に対応することが知られている。中村力氏と共同研究を行い、
Gabriel の結果を用いて、平坦余ねじれ加群の同型類に対する記述を得ることを主たる研究手法
とした。 
 
 
 



４．研究成果 
 
(1)① 研究代表者は、Grothendieck 圏に対して定義される 2種類のスペクトラムであるアトム・
スペクトラムとモレキュール・スペクトラムの間の関係、アトム・モレキュール対応を定式化し、
ネーター環に対する Gabriel の結果を一般化した。それぞれのスペクトラムの概念を用いるこ
とで、考えている Grothendieck 圏の既約性・被約性が 2種類定義されるが、研究代表者は、ア
トムを用いた既約性・被約性と、モレキュールを用いた既約性・被約性が、特定の条件下で同値
となることを明らかにした。また、これらの既約性・被約性が、局所ネータースキームの既約性・
被約性を一般化するものであることも示した。このアトム・モレキュール対応の応用として、ネ
ーター環の局所化に関する結果である Goldie の定理の一部を、特定の条件を満たす
Grothendieck 圏に対して一般化した。 
 
③ 2 つの加群の間に定義される Ext 群は、ホモロジー代数における基本的な道具であるが、研
究代表者は、アーベル圏のアトム・スペクトラムに対して、その中の 2つの元の間の Ext 群を定
義し、それを用いて移入包絡で閉じる局所化部分圏の特徴付けを行った。 
 
③ 研究代表者は本研究開始前に、色付きクイバーの概念を用いた Grothendieck 圏の構成方法
を得ていたが、この構成方法において構成される Grothendieck 圏には、可換ネーター環上の加
群の圏とは異なり、compressible という性質を持つ対象がほとんど存在しない場合が多かった。
研究代表者は本研究において、色付きクイバーを用いた構成方法の亜種を導入し、十分多くの
compressible 対象を持つような Grothendieck 圏を多数構成する方法を確立した。 
 
④ 研究代表者は、Grothendieck 圏に関する理論の応用として、代数多様体に対して、その準連
接層の圏において直積が完全となることが、その代数多様体がアファインであることと同値で
あることを示した。 
 
(2) Alex Chirvasitu 氏および S. Paul Smith 氏と共同研究を行い、Feigin-Odesskii 楕円代数
に関する多数の結果を得て、計 6本の論文およびプレプリントにまとめて公開した。楕円代数の
点スキームは、より一般に定義される概念であるスペクトラムの一部と見なされるものである
が、この点スキームに含まれる代数多様体である特性多様体の構造に関する記述を得た。このこ
とから特に、非可換代数幾何学において盛んに研究されている Sklyanin 代数と比べ、Feigin-
Odesskii 楕円代数の構造がはるかに多様であることが示され、その研究の重要性が明らかにな
った。また、この共同研究の結果の別の帰結として、いくつかの Feigin-Odesskii 楕円代数に対
して、その幾何学的描写を得ることに成功した。 
 
(3) 中村力氏との共同研究において、ネーター代数上の平坦余ねじれ加群の同型類を、素イデア
ルを用いて記述することに成功した。このことから特に、直既約平坦余ねじれ右加群の同型類と、
直既約移入左加群の同型類の間の 1対 1対応が得られるが、これは Herzog によって存在が示さ
れていた対応の、具体的な記述を与えるものである。 
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