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研究成果の概要（和文）：本研究では、大矢浩徳氏との共同研究において、量子冪単胞体に対する捻り自己同型
の量子類似を構成し、双対標準基底を保つことを示しました。これにより、Berenstein-Rupelの予想を解決しま
した。また、Geiss-Leclerc-Schroerの加法的圏論化を利用して、量子クラスター単項式が量子捻り自己同型に
よって保たれることを証明しました。さらに、Fan Qin氏およびQiaoling Wei氏との共同研究で、量子クラスタ
ー代数における捻り自己同型を定式化し、その保存性を示しました。

研究成果の概要（英文）：In this research, in a joint work with Hironori Oya, we constructed the 
quantum analogue of twist automorphisms for quantum unipotent cells and demonstrated that they 
preserve the dual canonical bases. This achievement resolved the Berenstein-Rupel conjecture. 
Additionally, utilizing the additive categorification by Geiss, Leclerc, and Schroer, we proved that
 quantum cluster monomials are preserved by these quantum twist automorphisms. Furthermore, in a 
joint work with Fan Qin and Qiaoling Wei, we formulated twist automorphisms in quantum cluster 
algebras and showed that quantum cluster monomials are preserved.

研究分野：代数学

キーワード： 代数学　表現論　量子座標環　双対標準基底　量子クラスター代数

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
量子クラスター代数は、数学と物理学の融合を促進する重要な研究分野です。多元環の表現論、高階タイヒミュ
ラー理論、トーリック退化、Donaldson-Thomas不変量、Poisson Lie群、離散可積分系など多岐にわたる分野と
関連し、新しい代数構造の理解を深めます。特に、量子群の表現論における標準基底との関係を明らかにするこ
とで、理論の発展に貢献します。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
クラスター代数および量子クラスター代数は、Fomin-Zelevinsky および Berenstein-Zelevinsky によって
導入され、量子群の標準基底の理論の一般化を期待されていた。これらの代数は変異操作を用いて定
義され、多元環の表現論や高階タイヒミュラー理論、Poisson Lie 群などと関連しています。特に、二重ブ
リュア胞体のクラスター代数構造は Berenstein-Fomin-Zelevinsky によって構成され、量子二重ブリュア
胞体の構造は Goodearl-Yakimov によって，量子捻り写像を用いて構成されていた。しかしながら，これ
らは量子離散可積分系や高階量子タイヒミュラー理論など、様々な分野において重要ですが、未解明
な点が多く残されていた。 
Geiss-Leclerc-Schröer は，群が対称型の場合に、簡約化された二重ブリュア胞体の特別な場合である
冪単胞体の座標環のクラスター代数構造と Lusztig による双対半標準基底との関係を加法的圏化を介
して研究していた。特に、前射影多元環の表現論を用いて、Berenstein-Zelevinsky による冪単胞体の
捻り自己同型による双対半標準基底の安定性を証明しています。しかし、「量子冪単胞体」の「量子捻り
自己同型」については、Berenstein-Rupelによって導入されていたが、双対標準基底の安定性に関して
は，一般的に予想とされていた． 
 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、Geiss-Leclerc-Schröer による捻り自己同型による双対半標準基底の安定性を、双対
標準基底に置き換えて捉え直し、捻り自己同型を量子化することで、量子捻り自己同型による双対標準
基底の安定性を一般的に示すことでした。また、量子二重ブリュア胞体においても、双対標準基底およ
び量子捻り自己同型を導入することで、Goodearl-Yakimov による量子クラスター代数構造を双対標準
基底を用いて精密化および解明することを目指しました。 
 
３．研究の方法 
本研究の方法は、まず量子冪単部分群と呼ばれる非可換環の局所化を導入し、Demazure 加群と呼ば
れる量子群の表現およびその標準基底の理論に基づいて、量子冪単胞体における量子捻り自己同型
を構成することにあります。特に、双対標準基底の局所化および局所化された双対標準基底の量子捻
り自己同型に関する安定性を証明します。 
また、一般化として、量子二重ブリュア胞体においても、Goodearl-Yakimov による量子クラスター代数構
造の構成において重要な役割を果たした双交差積上に双対標準基底を導入し、その局所化として量
子二重ブリュア胞体の双対標準基底を導入します。さらに、量子捻り自己同型を構成し、その安定性を
調べます。 
 
 
４．研究成果 
 
大矢浩徳氏との共同研究において，量子閉冪単胞体の局所化として定義される量子冪単胞体の場合
に関して量子捻り自己同型を構成した．量子冪単部分群の局所化から量子閉冪単胞体の局所化へ，
局所化された双対標準基底を保つ同型写像を構成した．また，Demazure 加群とその標準基底の性質
をしらべることで，Joseph および Yakimov による量子冪単部分群との同型写像を再解釈し，二種類の局
所化を同時に考え，その間の普遍性を用いることで，量子閉冪単胞体の局所化から量子冪単部分群の
局所化への非自明な同型写像を構成した．また，構成から量子冪単胞体の局所化された双対標準基
底を保つことを示した．特に，Berenstein-Rupel の構成において期待される性質をみたす自己同型を構
成した．Berenstein-Rupel の構成との同定は大矢浩徳氏によってなされた．また，対称型の場合には、
Geiss-Leclerc-Schroer による前射影多元環を用いた量子クラスター代数の加法的圏論化に関する結
果を援用することで、量子クラスター単項式を保つことが証明された。論文は，③として出版された． 
 
上記の研究においては，非対称型の場合に，量子捻り自己同型が量子クラスター単項式とよばれる元
を保つことの証明ができなかった．その点を改良するために，Fan Qin 氏および Qiaoling Wei 氏との共
同研究において，捻り自己同型およびその量子化の枠組みを一般的に導入し，捻り自己同型が，クラ
スター単項式を保つことが証明された．特に極大緑列および赤化列とよばれる変異の列に関する捻り自
己同型である Donaldson-Thomas 変換と呼ばれる自己同型に関する結果が得られた．一般的に導入さ
れた Donaldson-Thomas 変換は，量子冪単胞体の場合には，先述した量子捻り自己同型と同定された．
論文は，①として出版された．  
 
量子二重 Bruhat 胞体の双対標準基底の定義については，技術的な定義は与えられるが，普遍的な定
義が与えられておらず，未だ完成していない． 
旗多様体における Schubert 胞体と反 Schubert 胞体の共通部分およびそれぞれの Zariski 閉包である



Schubert 多様体と反 Schubert 多様体を考える。特に、Schubert 多様体と反 Schubert 多様体の共通部
分を Richardson 多様体といい、Schubert 胞体および反 Schubert 胞体の共通部分を Richardson 胞体も
しくは開 Richardson 多様体といい、Richardson 胞体の座標環の量子化である量子座標環について研
究を行った。双対標準基底の定義が明確な場合として、旗多様体の Schubert 胞体と反 Schubert 胞体
の共通部分として定義される Richardson 胞体の研究に取り組んだ。中間的な対象として、Kazhdan-
Lusztig 多様体とも呼ばれる Schubert 多様体と反 Schubert 胞体の共通部分や、反 Kazhdan-Lusztig 多
様体と呼ぶべき反 Schubert 多様体と Schubert 胞体の共通部分に関しても、量子座標環を導入し、双
対標準基底の構成を行った。特に、Richardson 胞体の量子座標環を Kazhdan-Lusztig 多様体の量子
座標環の局所化および反 Kazhdan-Lusztig 多様体の量子座標環の局所化と表示することで、それらの
間の局所化された双対標準基底を保つ同型を構成した。また、Richardson 胞体の座標環のもう一つの
表示である双不変式環の局所化に関しても量子化を導入し、Kazhdan-Lusztig 多様体の量子座標環の
局所化および反Kazhdan-Lusztig 多様体の量子座標環の局所化との間の同型を構成し、これらの同型
を組み合わせることで、Richardson 胞体の量子座標環における双対標準基底を保つ捻り自己同型を構
成した。論文は，現在準備中である． 
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