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研究成果の概要（和文）：指数増大度を持つ従順群の例として離散アファイン群を導入し, その上の有界調和関
数の研究を行った. この成果は2021年に論文として出版された. またグロモフ双曲群上のランダムウォークから
定まる調和測度とパターソン・サリヴァン測度の比較についての研究に継続して取り組んだ. この成果の一部は
2021年に論文として出版された.さらにProduct replacement chainの研究を行いすべての有限群について精密な
混合時間の評価を行いカットオフ現象を証明した. この成果は2020年に論文として出版された.

研究成果の概要（英文）：First we introduced a finitely generated group, which we called a discrete 
affine group, and studied bounded harmonic functions on the group. The result we obtained was 
published in 2021. Next we studied a comparison problem between harmonic measures and 
Patterson-Sullivan measures for Gromov hyperbolic groups.
A part of our results was published in 2021. Finally we studied so called product replacement chain 
and established a cutoff phenomenon for any fixed finite group.
The result was published in 2020.

研究分野： 離散群論

キーワード： 離散群　ランダムウォーク

  ２版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
指数増大度を持つ従順群の例として離散アファイン群を導入し, その上の有界調和関数の研究を行った成果は、
離散群の理解を広げるために行いました. またグロモフ双曲群上のランダムウォークから定まる調和測度とパタ
ーソン・サリヴァン測度の比較についての研究は古典的な力学系（カオス的な振る舞いをする測地流など）の研
究の自然な発展に位置しています.さらにProduct replacement chainは理論コンピュータ科学において導入され
実際に工学的な問題に使われてきました. 我々の成果はこのアルゴリズムの振る舞いの効率性についての知見を
与えました.

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
離散群の幾何学(幾何学的群論)は, 多くの分野と関わりを持ちながら近年益々活発になってきて
いる分野である. その中で, 研究者の手法により, 例えば, トポロジー, リーマン幾何学, 力学系(エ
ルゴード理論), 作用素環論, 計算機科学(また最近では加法的組み合わせ論)などに分けることが
出来る. 申請者は確率論と離散幾何解析, 双方向の研究を意識して行い, またそれから出てきた新
しいアイデアを別の問題に生かしていくという姿勢で研究を行ってきた. 離散群論における幾何
解析的問題(特に調和関数の存在問題)は, 確率論の言葉で記述出来るので, 確率論からのアプロ
ーチは自然である. 申請者は, これまで海外の(主として若手の)研究者たちと連絡を取り合い, い
くつかの共同研究を行ってきた(その一つはある可解群の有界調和函数全体の空間を記述する問
題 --- Poisson 境界を決定する --- ものである). 申請者の研究に共通するテーマは「離散群の構造
がその上の解析学を決定するか?」という問題である. 現在, この分野で最も大きな問題とされて
いるのが, 有限生成群の Liouville 性(非定数有界調和関数の非存在)は群の代数的な性質のみで
記述出来るか? という問題である(Liouville 性安定性問題). (これはグラフ一般では成り立たな
い.)  Liouville 性の確率論的な必要十分条件(エントロピーを用いる)が Kaimanovich-Vershik 
(1979)によって得られている. この問題は, 言い換えれば, このエントロピーの条件をランダムウ
ォークの取り方に依存せず, 定義出来るか? というものになる. この問題へのアプローチから新
しいアイデア, 手法が生まれ, 距離幾何や応用寄りの確率論にも大きな影響を及ぼしている.  
  
 
２．研究の目的 
1. Liouville 性安定性問題: 有限生成群の Liouville 性の必要十分条件は, 単純ランダムウォーク
の 
エントロピーが 0 であることであり, これは対応するスピード(力学系におけるリャプノフ指数
の類似)が 0 であることとも同値である. これらの量は, 単純ランダムウォークが生成系の取り方
に依存するため, (ア・プリオリには)群の性質ではない. 多くの重要なクラスの群で, エントロピ
ー等の研究がされてきたものの, 振る舞いが複雑になる, 従順(amenable)かつ体積増大度が指数
関数的な群一般における理解は乏しいのが現状である. まずは, 体積増大度指数的な群の良いサ
ブクラスである Lamplighter やその類似の群について, エントロピーの下からの一般的な下界
を明らかにする. 
2. グロモフ双曲群のリャプノフ指数(スピード)の解析性: Liouville 性安定性問題のもう一つのア
プローチは, エントロピーやスピードをランダムウォークの汎函数と考えたとき, これらは連続
的か? を問うものである(Kaimanovich による). もしそれらが(適切な意味で)連続ならば, 
Liouville 性は「開」(open)な性質であることになり, 安定性への大きな証拠となる. この方向で
は, 特にグロモフ双曲群においてエントロピーやスピード汎函数の正則性が詳しく研究されてき
ている. 申請者の発展させてきたオートマトンを用いた解析を用いて, 一般的な状況でのスピー
ド汎関数の実解析性の証明を与える. 
3.  Kac walk と$GL_n(¥mathbb{F}_2)$の混合時間: 
Kac walk とは Marc Kac が統計力学における Boltzmann 方程式導出の数学的理解のために考
案した確率モデルであり, 回転群$SO(n)$上のランダムウォークである. 平衡状態への収束への
速さ(混合時間)について 多項式時間の上界が初めて与えられたのがごく最近である. 一方で, 
$GL_n(¥mathbb{F}_2)$の初等行変換によるマルコフ連鎖は Kac walk の類似として, 計算機科
学との関連でも興味深い . 異なる群であるが , 両者の研究は平行して進んで来
た.$GL_n(¥mathbb{F}_2)$の混合時間の最良の上界についての予想は両者とも$n^2$である. 
まず, $GL_n(¥mathbb{F}_2)$について, への改良を与える. 
   
  
３．研究の方法 
申請者が, 共同研究を行ってきた海外の研究者と, 引き続き協力して研究を行っていく.  
また, 前研究課題(若手研究 B)「離散群とグラフの境界の離散幾何解析学」における結果を研
究目的の方向に発展させていく. これまで共同研究として行ってきた「従順かつ体積増大度が
指数的な群」の研究を Liouville 性安定性問題に向ける. 主に単独で行ってきたグロモフ双曲
群の研究については, 申請者のオリジナルの手法であるオートマトンを用いた記号力学系の研
究を応用する. 確率論と幾何学的群論の新しい手法の開発が必要となる Kac walk の混合時間
の問題について, 海外共同研究者と協力して研究を進めていく. 
 
 
４．研究成果 
1. Liouville 性安定性問題: 
指数増大度を持つ従順群の例として離散アファイン群を導入し、その上の有界調和関数の研究



を 
Jeremie Briessel (モンペリエ大学)と Tianyi Zheng (カリフォルニア大学サンディエゴ校)と共
同で行った。この群の有限台を持つ確率測度に駆動されたランダムウォークのポアソン境界、
Hilbert 圧縮定数、熱核の対角での挙動、L1-等周プロファイルを決定した。この成果は 2021
年に論文として出版された。 
2. グロモフ双曲群のリャプノフ指数(スピード)の解析性: 
グロモフ双曲群上のランダムウォークから定まる調和測度とパターソン・サリヴァン測度の比
較についての研究に継続して取り組んだ。これはオートマティック構造を用いた記号力学系の
研究として押し進めてきたものである。これまで平均歪み度という量を導入して、この量と指
数増大度が 2 つの距離の擬相似類を決定する（歪み不等式の等号成立条件が必要十分条件にな
る）ということを示すことができた。この成果の一部は 2021 年に論文として出版された. 
3.  Kac walk と$GL_n(¥mathbb{F}_2)$の混合時間: 
また 1 次元の離散円周において Glauber-Exclusion 過程の混合時間の研究を行った。この過程
が単調であるという仮定の元で、流体力学的極限における方程式の反応項が狭義凸ポテンシャ
ルを持つときに高速混合性を証明した。成果はプレプリントにまとめ公開している. これは当初
の研究計画の１つである統計力学模型についての研究についてのものである . また
GL_n(¥mathbb{F}_2)の問題と関連して Product replacement chain の研究を行いすべての有限
群について精密な混合時間の評価を行いカットオフ現象を証明した(Yuval Peres (Kent State 
University)と Alex Zhai(Stanford 大学:当時)との共同研究). これは GL_n(¥mathbb{F}_2)の最
初の k 個の行を固定して n を無限大に飛ばす極限を考えるという状況が特殊な場合と含まれる. 
この成果は 2020 年に論文として出版された. 
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