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研究成果の概要（和文）：離散群の測度空間への群作用から作るフォンノイマン環の構造を調べた．特に作用が
測度を保たない場合は，環がIII型という難しいクラスになり，冨田・竹崎理論を用いた研究が必要である．本
研究で得られた最も重要な結果は以下の二つである．
まずPopaの技術と呼ばれる方法を，III型フォンノイマン環に対して一般化した．これは技術面で最も重要であ
り，またこれまでに得られたどの一般化よりも優れた形である．
次に離散群の測度空間への作用を構成する新しい方法を発見した．これはアフィン変換を用いる方法で，群の幾
何学的情報（コサイクル）と密接に関係している．

研究成果の概要（英文）：I am interested in von Neumann algebras arising from group actions on 
measure spaces. In the case that the action does not preserve any measure, the algebra becomes type 
III, which is the most difficult class in von Neumann algebras. I obtained the following two 
results.
First, I succeeded to generalize Popa's techniques to type III algebras. This is a technical result 
but is the most important part of my research. 
Second, I established a new way of constructing group actions. This uses affine actions of groups, 
hence the structure of the action is closely related to geometry of the group.

研究分野： 作用素環論

キーワード： フォンノイマン環　冨田・竹崎理論　離散群の非特異作用　エルゴード理論　アフィン変換

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
離散群の測度空間への作用は，測度を保つ作用が広く研究されている．これは測度を保たない群作用の研究が極
めて難解である事が理由であり，よって多くの事が分かっていない．しかし一方で，幾何学的，または確率論的
な着眼点から自然にそのような作用が現れる事もあるため，その研究には重要な意義がある．私の研究は，その
ような作用に対する技術的な進展と具体例の構成であり，これはこの方面における基礎的な研究の一つとみなせ
るだろう．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
 
私の専門は作用素環論，とくにフォンノイマン環論で，これはヒルベルト空間上の有界線形作用

素のなす環の部分環について調べるものである．可換な場合には L∞関数環と同型になるため，

非可換積分論と呼ばれることもある． 

特に重要な例として「群作用環」，すなわち離散群の測度空間への群作用から作られるフォンノ

イマン環がある．簡単に言えば，作用する離散群と L∞関数環により生成され，環構造に群作用

の情報が反映されるものだ．群や作用の情報が，どのように群作用環の（フォンノイマン環とし

ての）構造に影響するかに興味がある．私が具体的に興味を持っているのは，群作用に対する不

変測度がない場合の研究についてだ．そのような作用については具体例も含め分かってない事

が数多くある．フォンノイマン環論的視点で見ると，対応する群作用環は III 型と呼ばれるクラ

スになる．III 型環の構造は極めて難解で，このような環の研究には冨田・竹崎理論が必要であ

る． 
 
２．研究の目的 
 
上で述べた III 型の群作用環に対して，（フォンノイマン環としての）構造定理を示す事，さら

にはそれを用いて，エルゴード理論的な性質を研究する事が本研究の主目的である．特に近年の

フォンノイマン環の中心である rigid な性質の研究に興味がある．これは初期のフォンノイマン

環論で研究された従順性という概念と対照的な性質で，例えば具体的に作った群作用環の「固い」

性質を見る事で，従順な場合（これは柔らかい環である）とはっきり異なる現象が起きる事が分

かる．このような研究は 2000 年以降のフォンノイマン環論の中心であり，多くの重要な研究が

ある．III 型の群作用環に対しても同様の視点からの研究をする事に興味がある． 
 
３．研究の方法 
 

実際に rigid な構造についての研究をする上では，「Popa の技術」と呼ばれるものを III 型フォ

ンノイマン環に対して実現する事が最も重要である．これは興味がある環の部分環についての

主張であり，二つの部分環がいつユニタリ共役で移りあうか，という問題の（極めて実用的な）

十分条件を与えるものだ．III 型フォンノイマン環に対してこれを実現するため，次の二つの視

点で研究を行う予定だ． 

一つ目の視点：超積と呼ばれる「環の漸近的な振る舞い」を調べる対象を用いる．III 型でない

場合は，実際に非自明な関係がある事が知られている．これを III 型の場合にもある程度拡張す

る事には成功しており，これを足掛かりに進めていく． 

二つ目の視点：冨田・竹崎理論で現れる連続核を用いる．これは III 型環から作る「III 型でな

い環」である．後者については Popa の技術が使えるから，連続核についての理解を深める事で

III 型環の場合にも適用出来る方法を探したい． 
 
４．研究成果 
 

本研究においては多くの重要な結果を得たが，その中でも特に重要な次の二点について解説す

る．一つ目は「Popa の技術」が III 型環に対して想定以上に上手く再現出来た事，二つ目は具

体例の構成において全くの新しい非特異作用を発見出来た事である．以下にそれぞれを詳しく

見る． 

 



まず「Popa の技術」についてだが，上で述べた二つ目の視点（連続核を用いる方法）が上手く

いった．まず III 型フォンノイマン環にはモジュラー作用と呼ばれるものがいつでも付随してお

り，これが環の（III 型としての）情報を概ね持っている．これを踏まえて，上で述べたように

Popa の技術による部分環の埋め込みが起きたとする．この時，二つの部分環それぞれに対して

モジュラー作用を上手く選ぶ事で，埋め込みがモジュラー作用の情報を含めて成り立つように

取り直す事が出来る．そしてこのモジュラー作用の情報を合わせる事で，Popa の技術に現れる

実用的な条件の自然な拡張を得る事が出来る．さらにこの条件が，連続核の上で起きている Popa

の技術の現象と同値になる．まとめると，Popa の技術による現象が起きる事の必要十分条件は，

連続核の上で同様の現象が起きる事と同値である．これは想定をはるかに超える美しい現象で

あり，私自身も強く驚いた．さらに詳しく言えば，本当の意味では同値が成り立たない例を発見

しており，実際の同値の主張にはテンソル積のトリック（いつでも使える）が混ざっている．こ

れはこの定理が非自明な理由によって成り立っている事の証拠であると思う事も出来るだろう． 

この Popa の技術の拡張によって得られたいくつかの応用の中で，最も興味深いものについて簡

単に解説する．まず W*-superrigidity とは，群作用環の「フォンノイマン環としての構造」を

見る事で，もとの「群作用の構造」を復元できるような現象の事である．これは 2000 年以降の

フォンノイマン環論で最も注目されている現象であり，近年多くの具体例が得られている．私は

上記の Popa の技術を用いて，「離散群のフォンノイマン環への作用」について W*-superrigidity

の現象を得る事に成功した．このような例は他に一つも知られていない．証明には III 型環にし

か現れない情報を使っており，つまりより難解な III 型フォンノイマン環の構造を使って初めて

得られる例である．非常に興味深い例であると言えるだろう． 

 

次に二つ目の，具体例の構成について説明する．まず離散群の非特異作用を具体的に構成する方

法というのはあまり知られていない．（ただしそのような作用はいくらでもたくさんある，とい

うのが専門家の共通の意見である．）私は荒野・Marrakchi 両氏との共同研究で，そのような作

用を構成する新たな方法を発見した．これは群のヒルベルト空間への作用（アフィン等長変換）

を用いる方法である． 

これについて解説するため，まず離散群のユニタリ作用の場合から考える．一般にユニタリ作用

を用いて測度空間への作用を構成するよく知られた方法が Gaussian 作用と呼ばれるものだ．こ

れは要するに，ヒルベルト空間から測度空間への関手を用いて，ヒルベルト空間への作用を測度

空間への作用とみなす方法である．これは非常に古典的な作用で広く研究されているが，一方で

この構成では測度を保つ作用しか現れない．そこで我々は，この操作をユニタリ作用からアフィ

ン変換の場合に拡張した．アフィン変換とはユニタリ作用とコサイクルに分解するのだが，我々

はこのコサイクルの部分が（測度を保たない）作用を与えるという事を示した．これは Gaussian

作用の自然な拡張であり，この新しい作用も Gaussian 作用と呼ぶ事にする． 

我々はこの作用に対して，作用の基本的な情報であるエルゴード性や型の分類の研究を行った．

特に型の分類においては，I 型（最も自明な作用）が現れるための必要十分条件に関連する定数

を定め，この定数がコサイクルの幾何学的な数値との間に関係を持つ事を示した．これはつまり，

測度空間への作用の性質が，そのままコサイクルの幾何学的な情報として現れるという意味で

あり，非常に興味深い現象である．このほかにも多くの基本的な性質について調べた． 

 一般に測度を保たない作用の具体的な研究は非常に難しい．例えば，測度を保たないベルヌー

イ型作用は 1970 年代から研究が始まったが，いくつかの基本的結果を除いてその理解が進んだ

のは 2010 年代である．ここでいう理解とは，単にエルゴード性や型の分類などの基本的な性質



であり，それを示すために必要な技術が得られるまでに多くの時間を要したという事だ．我々の

構成した Gaussian 作用は，証明に関手性を使う事が出来る点でベルヌーイ作用よりも研究がし

やすい側面もあり，すでに多くの基本的な構造が示されている．一方で，群論やヒルベルト空間

論と関係した自然な問題がいくらでも考えられるが，その多くは全くの未知の問題であり，多く

が難解であると思われる．フォンノイマン環論との関連も踏まえ，この作用についての理解を深

める事は重要な問題であろう．このような重要な作用を我々の手で構成し調べる事が出来た事

をうれしく思っている． 
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