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研究成果の概要（和文）：シュレディンガー方程式の大域解析においては放物型尺度変換によって不変あるいは
臨界な関数空間における解析が重要であることが知られている。本研究課題では尺度臨界空間に属するポテンシ
ャルをもつシュレディンガー方程式の定常問題に対して一様レゾルベント評価を証明した。さらに、その応用と
して、非線形散乱理論において重要な役割を果たすストリッカーツ評価を証明し、これを線形ポテンシャルを伴
う非線形シュレディンガー方程式の散乱理論に応用した。また、非対称なポテンシャルをもつ非自己共役シュレ
ディンガー作用素のスペクトル解析にも応用し、固有値のスペクトル半径に対する半古典的評価式を導出した。

研究成果の概要（英文）：It is widely recognized that invariant properties under the parabolic 
scaling are very important for the study of global dynamics for the solutions to the Schr¥"odinger 
equation. In this study, we have proved several uniform resolvent estimates for the stationary 
problem for the Schr¥"odinger equation with scaling-critical potentials. As applications, we have 
also studied global-in-time Strichartz estimates, scattering theory for the associated nonlinear 
Schr¥"odinger equation. Moreover, the uniform resolvent estimates have also been applied to obtain 
some semiclassical inequalities for the spectral radius of the eigenvalues for non-self-adjoint Schr
¥"odinger operators with non-symmetric potentials.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： シュレディンガー方程式　ストリッカーツ評価　一様レゾルベント評価　散乱理論　非自己共役作用素
　スペクトル理論　偏微分方程式

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
本研究課題は量子力学において重要な役割を果たすシュレディンガー作用素のスペクトル解析（固有値や固有関
数に対する解析）に対して新たな知見を与えるものである。さらに、その応用として線形・非線形シュレディン
ガー方程式に対する初期値問題の解の長時間挙動解析に関する先行研究を一般化・精密化し、より広いクラスの
ポテンシャルを扱うことを可能にした。これは臨界なポテンシャルを持つ線形・非線形シュレディンガー方程式
に対する研究において、基本的な結果になると期待される。

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 定常シュレディンガー方程式の解作用素であるレゾルベントはシュレディンガー作用素の
スペクトルと密接な関係がある。特に、レゾルベントのエネルギーパラメータに関する一様なノ
ルム不等式は極限吸収原理や一様レゾルベント評価などと呼ばれ、シュレディンガー作用素の
連続スペクトルや埋蔵固有値の研究に広く用いられてきた。また、一様レゾルベント評価は時間
依存するシュレディンガー方程式の初期値問題の解に対する時間大域的な重み付き時空間ノル
ム不等式（加藤平滑化作用）と本質的に同値であることが、加藤敏夫の滑らかな摂動理論によっ
て明らかになっている。さらに、非線形シュレディンガー方程式に代表される非線形分散型方程
式の初期値問題および散乱理論の解析における基本的な道具立てである分散型評価（時間減衰
評価）やストリッカーツ評価の証明においても、重要な役割を果たすことがわかっている。 
 
(2) 一様レゾルベント評価は自由シュレディンガー作用素だけでなくポテンシャルを伴うシュ
レディンガー作用素に対しても、ポテンシャルに対する様々な条件のもとで、数多くの先行研究
がある。特に、ポテンシャルが空間遠方において十分速く減衰する場合には、自由な場合と同様
の一様レゾルベント評価やストリッカーツ評価や分散型評価が成り立つことがすでに示されて
おり、それらは非線形問題に幅広く応用されている。一方、非線形シュレディンガー方程式の解
析においては放物型尺度変換について不変な関数空間における解析が重要な役割を果たすこと
が知られているが、尺度不変あるいは尺度臨界なクラスに属するポテンシャルに対する一様レ
ゾルベント評価とその応用については、未解決な問題が多く残されていた。 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究課題の主要な研究対象は自由シュレディンガー方程式を不変にする放物型尺度変換に関
して不変あるいは臨界であるポテンシャルを伴う定常シュレディンガー方程式であり、そのレ
ゾルベントに対する一様評価の証明を第一の研究目的とした。次に、対応する初期値問題の解に
対する加藤型平滑化作用、ストリッカーツ評価についての解析を行った。さらに、それらを以下
の二つの問題に対して応用した： 
(1)ポテンシャルを伴う非線形シュレディンガー方程式の初期値問題と散乱理論 
(2)複素数値ポテンシャルを伴う非自己共役シュレディンガー作用素そのスペクトル解析 
 
 
３．研究の方法 
 
(1)文献調査と情報収集・交流：本研究課題の遂行に当たっては大規模な研究設備は必要なく、
主に論文雑誌などの文献調査によって既存研究の解析および研究手法の習得を行う。また、それ
らに加えて国際研究集会での情報収集・交流なども用いて、最新の研究手法や新たなアイディア
の開拓を行う。 
 
(2)数学的な研究手法：関数解析とスペクトル理論を中心として、線形・非線形偏微分方程式論
や量子力学的散乱理論、超局所解析、実解析などを用いた。 
 
４．研究成果 
本研究では以下の五つの視点から研究を行なった。 
 
(1)尺度臨界シュレディンガー作用素に対する一様ソボレフ不等式とストリッカーツ評価。 
 自由シュレディンガー方程式を不変にする放物型尺度変換に関して臨界なポテンシャルをも
つシュレディンガー作用素に対して、一様レゾルベント評価の一種である一様ソボレフ不等式
とその加藤平滑化作用およびストリッカーツ評価への応用について考察を行なった。まず、Burq 
et al (J. Funct. Anal 2003) による逆二乗べきポテンシャルに対する結果を拡張・精密化し
た。特に、その証明において、一様レゾルベント評価からストリッカーツ評価を導く摂動論を一
般的な枠組みで整備した。この手法は様々な分散型方程式に応用できる。また、スケール臨界な
ルベーグ空間に属するポテンシャルの場合に、自由な場合と同様の一様ソボレフ不等式と全て
の許容対と一部の非許容対に対する非斉次ストリッカーツ評価を証明した。この結果は非線形
分散型方程式系のエネルギー臨界空間における時間大域適切性に応用できることが、Nakanishi-
-Guo (Duke Math. 2023) によって明らかにされている. 
 
(2)尺度超臨界シュレディンガー方程式に対するストリッカーツ評価。 



 クーロン斥力などの斥力型長距離ポテンシャルを含む尺度超臨界なポテンシャル伴うシュレ
ディンガー方程式に対して、ストリッカーツ評価を初めて証明した。応用として、 長距離型線
形ポテンシャルを持つ非線形シュレディンガー方程式に対して、小さな解の漸近挙動を導出し
た。この結果は長距離型ポテンシャルを持つ非線形シュレディンガー方程式に対する将来的な
研究の基本的な道具立てになることが期待できる。 
 
(3)尺度臨界非自己共役シュレディンガー作用素および非自己共役ディラック作用素の固有値に
対するケラー型不等式。 
 一様レゾルベント評価の応用として、非自己共役作用素のスペクトル解析を行なった。まず、
尺度臨界シュレディンガー作用素に尺度劣臨界な複素数値ポテンシャルを摂動した非自己共役
シュレディンガー作用素の固有値問題を考察し、固有値のスペクトル半径を摂動ポテンシャル
のルベーグノルムで評価するケラー不等式と呼ばれる半古典不等式を証明した。これから、摂動
ポテンシャルが十分小さい場合にはスペクトルの安定性が得られる。さらに、非エルミート行列
ポテンシャルを伴う非自己共役ディラック作用素に対して同様の解析を行なった。ディラック
作用素の場合にはシュレディンガー作用素と同一のケラー不等式は一般には得られないことが
すでに知られているが、ディラック作用素の行列構造に着目することによって、シュレディンガ
ー作用素と同一のケラー不等式が成り立つようなポテンシャルの行列構造を導出した。 
 
(4)非線形分散型方程式に対する散乱理論への応用。 
 非線形分散型方程式の散乱理論を二つのモデルに対して考察した。まず、星型グラフ上の非線
形シュレディンガー方程式を長距離型非線形項を伴う場合に考察し、頂点における任意の境界
条件のもとで、大域解が自由な線形解や定在波には漸近しないことを証明し、さらに、小さな初
期条件（終値条件）のもとで初期値問題（終値問題）の解が位相の修正を伴う修正自由解に漸近
することを証明した。次に、尺度臨界な消散項と時間依存ポテンシャルを伴う非線形波動方程式
（あるいはクライン・ゴルドン方程式）を考察し、小さな時間大域解の存在と長時間挙動につい
て解析を行い、リュービル変換された自由解に解が漸近することを証明した。 
 
(5)ソボレフ空間における線形散乱理論と非線形散乱理論への応用 
 線形シュレディンガー方程式に対する散乱理論、特に波動作用素の存在と漸近完全性につい
て、従来とは異なった視点から考察した。これまで波動作用素は二乗可積分関数のなすルベーグ
空間で構成されるのが通常であり、また線形散乱理論においてはそれで十分であったが、非線形
散乱理論への応用を考慮に入れた場合にはソボレフ空間や斉次ソボレフ空間上で考察すること
が必要になる。そこで、波動作用素が従来の意味で存在し漸近完全である場合に、ソボレフ空間
上でも存在し漸近完全になるための、ソボレフ指数とポテンシャルに対する汎用的な十分条件
を提示した。さらに、これを斉次ソボレフ空間に拡張した。この条件は非線形シュレディンガー
方程式を考察する上では自然な条件であり、線形ポテンシャルを伴う非線形シュレディンガー
方程式の散乱問題に対する既存研究のほぼ全てに適用できる。 
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