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研究成果の概要（和文）：本研究の成果としては，双曲型 Threshold Dynamics を用いた一般化したMBO法の作
成を主に上げたい．作成したGMBOは，減衰項付き双曲型曲率流の近似解法であることが解明でき，振動する界面
現象が表せることだけではなく，平均曲率流も表現できるよう構成した．具体的には，MBOの熱方程式の代わり
に，波動方程式を導入し，初期速度を与えることにより界面の伝播を制御できるよう改正した．また，計算上で
表すための数値解法も作成することに成功した．さらに，双曲型平均曲率流のエネルギー保存において，エネル
ギー保存する Minimizing Movementの設計に成功し，解法の収束性の解析も行った．

研究成果の概要（英文）：The main result of this research is the discovery of a generalized MBO 
algorithm (GMBO) using hyperbolic threshold dynamics. The GMBO was found to be an approximation 
method for the damped hyperbolic mean curvature flow. The result enables one to approximate 
oscillatory interfacial motions, as well as mean curvature flow. In particular, by changing the base
 PDE used in the MBO to the wave equation, we were showed that the initial velocity field can be 
used to control the propagation of interfaces. Interestingly, this clarified that damped interfacial
 motions are not obtained through additional damping terms in the PDE, but by encoding normal 
velocity fields within level set functions at each time step. We also established working numerical 
methods for performing computational analyses and simulations. Here we developed an energy 
preserving minimizing movement for treating the hyperbolic mean curvature flow, and we confirmed the
 method’s properties through computational investigations.

研究分野：応用数学

キーワード： Threshold dynamics　interfacial motion　approximation methods　curvature flow

  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
今までの Threshold Dynamics 研究では，本研究のHMBO以外，MBO法に厳守されていた．MBOは，Level Set 法を
生み出したものとして知られていたが，本研究の初期段階で作成したHMBOは，慣性の影響を含む振動する界面に
おいてTDの適応範囲を広げることができた．GMBOはMBOとHMBOを同時に取り扱えるため，応用数学と産業に関す
る課題が１つのTD法で表現することが可能となった．また，今までのMinimizing Movementsの研究において，エ
ネルギー保存するのものが不在だったため，本研究のCrank-Nicholson MMは異分野にも応用があると期待してい
る．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属されます。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
１．研究開始当初の背景 
本研究以前に，代表者が近年の研究で手がけていた双曲型 MBO アルゴリズム（HMBO）の開発は，
今回の研究基盤に当たる．このHMBO は Threshold Dynamics (閾値法,TD)の新しい種であり，振
動する界面現象が表現できる近似解法として周知されており，HMBO の収束性についての研究結
果を既に示したものである．また，計算においてもminimizing movement (MM)を用いたいくつ
かの数値解法も作成を成していた．とりわけ，それ以前の TD法は慣性の影響を直接に取り入れ
ることが不可能とされていたが，HMBO 研究ではいわゆる双曲型平均曲率流（hyperbolic mean 
curvature flow, HMCF）の近似解法として使えるということを証明した状況であった．しかし，
平均曲率流（MCF）のような放物型の界面運動には，この HBMO が適用できないことが現状であっ
たため，MCF のような界面運動においての TD 法は MBO に限られていたことが課題として上げら
れていた． 
 
２．研究の目的 
まず MBO および HMBO の相違点に着目し，本研究は平均曲率流と双曲型平均曲率流の両方を対象
とする界面運動を表現できる TD 法を設計することに着目した．その上で数理科学においては，
一般化した TD法に該当する偏微分方程式を探索すると共に Level Set 関数に組み込まれた界面
の運動方程式の記述を目指した．そして，減衰項付き HMCF のシミュレーションや数値的な収束
性と誤差評価を行うための数値解法の作成も目標とした．ここで，該当となった偏微分方程式と
HMCF が互いに双曲型であることが分かったため，特異点の運動(shock motion)に対する近似解
法の特徴を調べることにも研究を広げ，これに関連するエネルギー保存する MM の設計にも重視
した． 
 
３．研究の方法 
数理解析と数値計算の両面から本研究の計画を実行した．数理解析においては，波動方程式の解
の特徴を捉えることで，主問題について進め，界面の形状を記述用に，偏微分方程式においての
様々な初期条件に取り組んだ．また，波動伝播下の界面の運動が制御する数理構造を解明するた
めに，発展方程式の初期速度に注目し，適切な発展方程式を見つけた．その後，それに対応する
TD法の収束性や，他の重要となった数理的な特徴を開示した．さらに数理解析の研究と同時に，
計算手法も用いた数値実験も行なった．取り分け，候補となった近似解法の妥当性を確認するた
めに，誤差解析を含んだ数値計算を行なった．これと平行に HMCF 用のエネルギー保存する MMに
関する数値解析の研究も行なった． 
 
４．研究成果 
本研究では，数理科学，計算技術の二つの側面において重要な結果を残すことが出来た．数理科
学においては，減衰項付き双曲型平均曲率流(DHMCF)に関する界面運動の TD 法を作成すること
に成功し，この作成した近似解法の収束性に関する数理解析を行うことで，数値計算ライブラリ
ーにも実装した．これらは，DHMCF のシミュレーションの発展にも繋がった．また，計算手法の
数値的な収束性においても確認することが出来き，結果として，本研究が生み出した近似解法は，
DHMCF の解析的な側面においての大きな前進のみならず，界面現象のモデリングと数値計算手法
の提供の視点からも，TD法研究における成果を出すことができた[3,4]． 
 
（１）数理解析の結果において，次の双曲型曲率流の近似解法を作成することが出来た． 

 {𝛼𝑉$ + 𝛽𝑉 =	−𝛾𝜅, 𝑉(0) = Γ1, 𝑉$(0) = Γ1$ (1) 

ここで，	𝑉$	は界面の外向き法線加速度，𝑉	は外向き法線速度，𝜅	は曲面の平均曲率，𝛼	,𝛽	, 𝛾	は
正のパラメータである．Γ1 は界面の初期形状を表し，Γ1$ は与えられた速度場である． 

作成した近似解法は，次の発展方程式を利用した TD法であることを示した． 
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⎧ 𝑢77 = 2(𝛾/𝑎)Δ𝑢														𝜏 > 𝑡 > 0, 𝑥 ∈ Ω
𝑢(𝑡 = 0, 𝑥) = 𝛼(2𝑑B − 𝑑BCD)									𝑥 ∈ Ω
𝑢7(𝑡 = 0) = −𝛽𝑑B(𝑥)																									𝑥 ∈ Ω		
𝜕𝝂𝑢 = 0																																			𝑡 > 0, 𝑥 ∈ 𝜕Ω

 
 

(2) 

ここで， 𝑑G(𝑥)	は時間ステップ	𝑘	においての界面 𝜕{𝑢(𝜏, 𝑥) > 0}	への符号付き距離関数であり，
𝜕𝝂𝑢	はノイマン境界条件を意味し，𝜏 > 0	は小さな時間ステップを表す． 

提案した TD 法の初期値である符号付距離関数のテイラー展開から解析を始め，スキームの数
理的な性質を解析に基づき調べた．各時間ステップにおける界面の法線方向がずれる角度にお
いては，最大で時間ステップに比例する誤差しか生じないことが分かり，スキームの収束性を示
すことができた．具体的に，発展方程式の解の等高線{𝑢 = 0}は次の運動方程式に従って動くと
いうことを示せた． 



 {𝛼𝑉$ + 𝛽𝑉 = 	−𝛾𝜅 + 𝑂(𝜏)			(as	𝜏 → 0) (3) 

また，アルゴリズムとして，GHMBO の TD 法は次のように簡単に表せることが出来た． 
 

１．Γ1	および Γ1	$を決める． 
２．𝑑1(𝑥) および ΓCD = Γ1 − 𝜏Γ1′ を作成する 
３．ΓCD	を用いて	𝑑CD(𝑥) を作成する． 
４．𝑘 = 0	から	𝑘 = 𝑀 まで，以下(5)-(8)を繰り返す． 
５．発展方程式(2)を時刻 𝜏 > 0	まで解く． 
６．ΓGPD = 𝜕{𝑢(𝜏, 𝑥) > 0}	とする 
７．ΓGPD を用いて，𝑑GPD(𝑥) を作成する 
８．発展方程式(2)の初期条件を更新する． 

 
（２）数値解析においては，式（１）の
近似解法を有限要素法による２次元と
３次元領域のための計算手法を確立で
きた．この手法で junction や network
を持つ界面を記述するために，符号付
き距離ベクトル場(SDVF)を導入し，減
衰項付き多相双曲型平均曲率流のシミ
ュレーションが可能となった．図１は
３次元領域においての計算結果を示し
ている（詳細については[1]と[2]を参
照）．また，シミュレーションから，減
衰項の役割も確認できた．とりわけ，
減衰項を追加すると衝撃波(shock 
wave)のような界面の特異点が滑らかになるということが解明され，界面のエネルギー減少も明
らかに捉えた．また，開発したアルゴリズムに対する有限要素法に基づいたプログラムを作成し，
初期界面が円の場合の収束を数値的にも確認した(図 1を参照)[2]． 具体的には，計算領域のメ
ッシュサイズがゼロに近づけた時，厳密解に
収束するということが分かった． 

共同研究[2]においては，界面方程式（１）
はエネルギー保存則を持つため，TD法に使用
する発展方程式（２）の近似解法としてエネ
ルギー保存する minimizing movement(MM)の
スキームの開発を行なった． 
構成した MM は次の汎関数の最小化問題とし
て表現できることが分かった．また，（４）の
エネルギー保存に関する数値実験も行い，計
算手法もこの特徴を持つということを確かめ
ることができた． 
 
 

 𝐹B(𝑢) = R
|𝑢 − 2𝑢BCD + 𝑢BCT|T

2ℎT 𝑑𝑥
V∩XY

+
1
4R

|∇𝑢 + ∇𝑢BCT|T
V

𝑑𝑥 (4) 

 
上記では，𝑆^ = {𝑢 > 0} ∪ {𝑢^CT > 0} であり，ℎ > 0	は時間ステップを表す．関数	𝑢1, 𝑢D	が与え
られた時，𝑢B	は	𝐹B を最小化する関数である． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Time

図 1：TD を用いた減衰項付き HMCF の計算結果 

図 2 数値実験 

図 3 エネルギー保存する MM の収束性 
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