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研究成果の概要（和文）：ベイズ統計学における客観的な事前分布の選択に関する研究を行った．特に，非正則
モデルに対して３つのアプローチで客観事前分布を導出し，その性質を研究し，成果を発表した．関連する研究
として，研究協力者とともに外れ値に頑健なベイズ推定における理論と方法論について客観事前分布の導出も含
めて研究を行い，成果を発表した．

研究成果の概要（英文）：I studied the selection of objective priors in Bayesian statistics. In 
particular, I derived objective priors and studied these properties for non-regular models by using 
three approaches. As a related study, we studied the theory and methodology for robust Bayesian 
inference with my collaborators.

研究分野： 数理統計学
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  １版

令和

研究成果の学術的意義や社会的意義
ベイズ統計学においては事前分布の選択が重要であり，理論的根拠を備えた事前分布の選択法はベイズ統計学の
客観的な利用において必須である．特に，理想的な条件が成り立っていない非正則な状況は実際問題では自然で
あるが従来の統計理論が使えないため，事前分布の観点から新たな知見を与えたことは意義あることである．

※科研費による研究は、研究者の自覚と責任において実施するものです。そのため、研究の実施や研究成果の公表等に
ついては、国の要請等に基づくものではなく、その研究成果に関する見解や責任は、研究者個人に帰属します。



様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９（共通） 
 
 
１．研究開始当初の背景 
 
ベイズ統計学における事前分布の選択問題は本質的問題であり，これまで多く研究されてきた．
特に，事前情報が少ない場合や推測結果に頻度論的妥当性を持たせたい場合には，客観事前分布
と呼ばれる事前分布が用いられることが多く，文脈に応じて適切な客観事前分布を用いる必要
がある．このように，ベイズ分析に客観性を持たせようとする枠組みを客観ベイズ法と呼ぶこと
があり，ベイズ分析の学会である国際ベイズ分析学会（ISBA）においても Objective Bayes 
section として一つの分科会が存在している．ベイズ法を客観的に分析することはベイズ法と頻
度論の関係性を解明することにも役立つ．さらに，客観的なベイズ的手法を用いることにより，
推測結果に頻度論的妥当性を持たせつつ，ベイズ的アプローチにより推測の不確実性の定量化
（uncertainly quantification）を行うことが可能となる．客観事前分布として最も有名なものは
ジェフェリーズ事前分布と呼ばれるものであり，この事前分布を正当化する方法は適切な正則
条件を仮定したもとでこれまでたくさん議論されてきた．しかしながら，現実問題においてはこ
のような理想的な正則条件が常に成り立つとは限らず，そのような場合には従来の統計理論の
適用に限界が生じる．例えば，本研究で扱っている確率密度関数がジャンプを持つような切断分
布族などが代表的な非正則モデルの例である．本研究では，非正則な場合の客観事前分布を情報
理論や頻度論的妥当性の観点から導くことにより，非正則モデルにおける客観的な事前分布の
選択の指針を与える． 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は，客観ベイズ法において重要な客観事前分布を非正則なモデルに対して構築し，
その性質を研究することにある．本研究で考える非正則モデルは，例えば経済学におけるオーク
ションモデルのような密度にジャンプを持ち，そのジャンプが重要な情報を持つような場合に
有用である．本研究課題は理論研究がメインなので実問題への応用は将来の課題であるが，研究
が成功すれば様々な分野に対して適用が可能になると考えている． 
 
 
３．研究の方法 
 
本研究において鍵となるものは，事後分布の高次の漸近理論である．正則条件のもとでは事後分
布はサンプルサイズが十分大きいときには事前分布によらず正規分布に収束することが知られ
ている．一方で，本研究で考えている非正則モデルはサンプルサイズが十分大きいときには事後
分布が指数分布に収束し，これもまた事前分布に依存しないことが知られている．一つ目の研究
はこの事後分布の一次の漸近分布に着目し，情報理論の観点から客観事前分布を導くことにあ
る． 
 
(1) 事前分布と事後分布の間の差異をアルファ・ダイバージェンスと呼ばれる情報量で測り，そ

れを漸近的に最大にするような事前分布を導出する方法（参照事前分布の一般化）．事前分
布と事後分布の間の距離が最も大きくなるような事前分布を考えることによりできるだけ
主観的な情報をなくすことができる．特に，局外母数を含むような多母数の場合をこの研究
では考える． 

 
一方で，高次漸近理論の観点で事前分布を正当化するにはもう少し精密な近似を与える必要が
あり，それを与えるのが漸近展開である．実際，事後分布の漸近展開をすると高次の項において
事前分布の影響が現れる．そこに着目し，次の２つの方法により客観事前分布を導くことを行う． 
 
(2) ベイズ法と頻度論における推定量を漸近的に一致させるように事前分布を定める方法（モー

メント一致事前分布）．ベイズ推定量と（バイアス補正した）最尤推定量を高次のオーダー
で一致させるような事前分布を導出することによりベイズ法と頻度論における推定結果を
高次のオーダーで一致させることが可能となる． 

 
(3) 事後予測信用領域が頻度論的被覆を高次のオーダーで達成するよう事前分布を導くこと（予

測型確率一致事前分布）．推定の枠組みで議論されることの多い確率一致事前分布を予測の
観点から導出する．予測信用区間が頻度論的な被覆確率を達成するような事前分布を導出す
ることにより頻度論的な性質を持つようなベイズ予測区間を構成できる． 

 
これらの方法により得られた客観事前分布がどのような性質を持つかという問題も重要である



ため，それらについても研究を行う．具体的には，得られた客観事前分布がパラメータ変換に関
する事前分布の不変性を持つか否かを調べる．また，一般に客観事前分布は確率分布になること
が少なく，そのときに事後分布が確率分布になるか（posterior propriety）について調べるこ
とである． さらに，具体例において客観事前分布がどのような形になるのかを計算する（シフ
トされた指数分布を含むような非正則な位置母数分布族や，一様分布を含むような尺度母数分
布族，切断ワイブル分布や切断正規分布を含むような切断分布族など）． 
 
 
４．研究成果 
 
本研究では，確率密度関数の台が未知母数に依存するような非正則な統計モデルに対して，「３．
研究の方法」で述べた三つの方法により客観事前分布を導出し，その性質や相互の関係性につい
て議論することによりその統計モデルの客観ベイズ的な構造を解明した．研究成果として，「３．
研究の方法」における(1), (2), (3)のそれぞれに対する結果を３報の論文にまとめ，国際的学
術誌に採択・掲載された．これらは全て単著としての研究である．研究成果の概要を以下に述べ
る． 
 
(1) Hashimoto (2021a)では，局外母数を持つような多母数の非正則モデルに対して，アルファ・

ダイバージェンスと呼ばれるカルバック・ライブラーダイバージェンスを含むより一般的な
尺度のもとで参照事前分布を導出した．ダイバージェンスを一般化することによりどのくら
い結果が変わるのかが興味深いところであり，実際にそれらの差異を検証し位置尺度母数分
布族の場合に興味深い結果を得ることができた．しかしながら，この方法で得られた参照事
前分布は一般にパラメータ変換に関する不変性を持たないことがわかったが，多くの場合で
事後分布は確率分布になることが証明できた．正則な場合の結果として，Liu et al. (2014)
があるが，非正則な場合にはある特殊な現象が起こることも確認できた． 

 
(2) Hashimoto (2019)では，モーメント一致事前分布を一母数と多母数の場合に導出した．得ら

れる事前分布は一母数の場合はある微分方程式，多母数の場合はある偏微分方程式の解とし
て得られる．一母数の場合は，非正則な場合のジェフリーズ事前分布に対応する事前分布と
は異なる事前分布が現れることがわかり，それはパラメータ変換に関する不変性を持たない
ことがわかった．これは，得られた事前分布の形は異なるが正則な場合の結果である Ghosh 
and Liu (2011)とも同様の結論となり，この観点での客観事前分布の意義についてはさらな
る検証が必要となると考える．多母数の場合はさらに複雑になるが，具体例においてモーメ
ント一致事前分布の計算を行い，事後分布が確率分布になるための条件を導出した． 

 

(3) Hashimoto (2021b)では，ベイズ予測の観点から信用区間が被覆確率を達成するような事前
分布を一母数・多母数の非正則モデルに対して導出した．推定の観点における確率一致事前
分布は Ghosal (1999)で導出されており，それは非正則な場合のジェフェリーズ事前分布に
対応する不変性を持つ事前分布となることが知られている．また，正則な場合での予測の観
点からの確率一致事前分布の研究は Datta et al. (2000)で行われており，一母数の場合は
そのような事前分布が存在するならばそれはジェフェリーズの事前分布になることが示さ
れていた．非正則な場合にはそのような一般論を展開することが困難であり，予測における
確率一致事前分布が非正則な場合のジェフェリーズ事前分布に一致するような例を与える
ことを考えた．結果として，非正則な位置母数・尺度母数分布族に対してはこれが肯定的に
解決された一方で，切断正規分布のような例を考えるとこれは否定的な結果となるという面
白い結果を得た．また，局外母数が存在しないような多母数の場合にも結果を拡張した． 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 



一方で，当初は予定にはなかった研究成果もいくつか挙げられた．データ分析においては外れ値
の問題は重要であり，特にサンプルサイズやデータの次元数が多い場合に手動で処理すること
は非常に難しい．そこでベイズ統計学の立場からデータの外れ値を自動的に除去できるような
方法を提案し，事後分布の理論的性質や高次元回帰問題への拡張，効率的な計算アルゴリズムの
開発，客観事前分布の導出を研究協力者２名と行った． 研究成果は３報の論文にまとめ，いず
れも共著で国際学術誌に採択・掲載された．また，開発したアルゴリズムのソースコードは
website で公開し，誰でも使えるようにしている．以下，３つの研究成果を (4), (5), (6) と
し，その成果を以下に述べる． 
 
(4) Nakagawa and Hashimoto (2020)では，ガンマ・ダイバージェンスに基づく外れ値に対して

頑健なベイズ推定の理論と方法論の研究成果を挙げた．ガンマ・ダイバージェンスに基づく
一般事後分布をベイズ更新の合理性を持つ形で提案し，事後分布の漸近性質を導出した．ま
た，影響関数に基づく局所的な感度分析と数値実験も与え，正規分布の平均と分散の同時推
定において先行研究よりも優れた結果を得ることができた． 

 
(5) Hashimoto and Sugasawa (2020)では，ガンマ・ダイバージェンスに基づく高次元のベイズ

線形回帰モデルを提案し，事後分布の効率的な計算アルゴリズムを与えた．事後分布は非常
に複雑になり，標準的なマルコフ連鎖モンテカルロ法では計算は困難であるため，ベイジア
ン・ブートストラップに基づくランダムな目的関数の最小化による事後サンプリング方法を
ギブスサンプリングの内部に埋め込んだ新たな方法を提案し．数値実験や実データ解析によ
り提案手法の有用性を示した． 

 

(6) Nakagawa and Hashimoto (2021)では，ガンマ・ダイバージェンスに基づくベイズ推定にお
ける客観事前分布について研究し，ガンマ・ダイバージェンスを用いる場合はデータの汚染
率が十分小さいという仮定を置くことなしに客観事前分布を導出することができることが
わかった．これは，ガンマ・ダイバージェンスと共によく用いられるべき密度ダイバージェ
ンスでは成り立たない性質であり，ダイバージェンスを用いたベイズ法における客観的な事
前分布の選択の指針を与えるものである．数値実験によりその有用性も検証した． 
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